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摘要：讨论了周期边界条件下 Sturm-Liouville方程组特征值问题．首先将特征值的存在性问题化为一个整函数零
点的存在性问题�然后借助于一个积分恒等式�采用留数方法�得到了周期边界条件下 Sturm-Liouville 方程组特征
值问题的迹公式．
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0　引言

微分算子特征值的迹公式深刻揭示了微分算子的谱结构�在特征值的计算、反问题以及孤子理论和可积
系统理论中都有重要作用．众所周知�矩阵的迹是指所有特征值的和�它等于对角线上各元素之和�然而矩阵
的单个特征值是比较难求的．对于微分算子的迹�是否也能用算子量直接表示呢？Gelfand 和 Levitan 在
1953年获得如下的 Sturm-Liouville问题的迹公式：

－y″＋q（x）y ＝λy�y′（0） ＝ y′（π） ＝0�
特征值的迹公式为

∑∞n＝0（λn－n2－1π∫π0q（x）d x） ＝ q（0）＋q（π）4 －12π∫π0q（x）d x．
随后�关于迹公式的研究出现了一系列的报道［1-4］．

本文采用留数方法获得了如下问题的迹公式：

（E）　
Ly ＝λy�
y（0） ＝ y（π）�
y′（0） ＝ y′（π）．

其中�
L＝ －1　0
0　－1

d2d x2＋
u（x）　w（x）
w（x）　v（x） �y＝

y1
y2
�x∈［0�π］�u（x）�w（x）�v（x）∈C2［0�π］．

1　Sturm-Liouville方程组 Cauchy问题解的渐近估计

考虑如下的 Cauchy 问题：
（c1）　L●＝λ●�●1（0�λ） ＝1�●′1（0�λ） ＝0�●2（0�λ） ＝0�●′2（0�λ） ＝0；
（c2）　Lφ＝λφ�φ1（0�λ） ＝0�φ′1（0�λ） ＝－1�φ2（0�λ） ＝0�φ′2（0�λ） ＝0；
（c3）　Lχ＝λχ�χ1（0�λ） ＝0�χ′1（0�λ） ＝0�χ2（0�λ） ＝1�χ′2（0�λ） ＝0；
（c4）　LΨ＝λΨ�Ψ1（0�λ） ＝0�Ψ′1（0�λ） ＝0�Ψ2（0�λ） ＝0�Ψ′2（0�λ） ＝－1；
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显然 Wronski行列式 W ［●�φ�χ�Ψ］＝1�4个解线性无关�可以构成一个基础解系．

由常数变异法可得引理1．
引理1　初值问题｛y″＋s2y＝ f （x）�y（a）＝A�y′（a）＝B｝的解为

y（x） ＝ Acos s（x－ a）＋12Bsin s（x－ a）＋∫x

a
sin s（x－ξ）

s f （ξ）dξ．
　　命题1　记λ＝s2�s＝σ＋iyτ�则当λ→∞�下面的渐近式在0≤x≤π上一致成立：

●1（x�λ） ＝ cos sx ＋1s k1（x）sin sx ＋1s2 k4（x）cos sx ＋O
1
s3e|τ|x �

●2（x�λ） ＝1s k2（x）sin sx ＋1s2 k10（x）cos sx ＋1s3 k12（x）sin sx ＋O
1
s4e|τ|x �

●′1（x�λ） ＝－ssin sx ＋ k1（x）cos sx ＋1s ［ k′1（x）－k4（x） ］sin sx ＋O
1
s2e|τ|x �

●′2（x�λ） ＝ k2（x）cos sx ＋1s ［ k′2（x）－k10（x） ］sin sx ＋1s2 ［ k′10（x）＋k12（x） ］cos sx ＋O
1
s3e|τ|x ；

φ1（x�λ） ＝－1s sin sx ＋1s2 k1（x）cos sx ＋1s3 k8（x）sin sx ＋O
1
s4e|τ|x �

φ2（x�λ） ＝1s2 k2（x）cos sx ＋1s3 k9（x）sin sx ＋O
1
s4e|τ|x �

φ′1（x�λ） ＝－cos sx －1s k1（x）sin sx ＋1s ［ k′1（x）＋k8（x） ］cos sx ＋O
1
s3e|τ|x �

φ′2（x�λ） ＝－1s k2（x）sin sx ＋1s2 ［ k′2（x）＋k9（x） ］cos sx ＋O
1
s3e|τ|x ；

χ1（x�λ） ＝1s k2（x）sin sx ＋1s2 k6（x）cos sx ＋1s3 k13（x）sin sx ＋O
1
s4e|τ|x �

χ2（x�λ） ＝ cos sx ＋1s k3（x）sin sx ＋1s2 k7（x）cos sx ＋O
1
s3e|τ|x �

χ′1（x�λ） ＝ k2（x）cos sx －1s ［ k′2（x）－k6（x） ］sin sx ＋1s2 ［ k′6（x）＋k13（x） ］cos sx ＋O
1
s3e|τ|x �

χ′2（x�λ） ＝－ssin sx ＋ k3（x）cos sx ＋1s ［ k′3（x）－k7（x） ］sin sx ＋O
1
s2e|τ|x ；

Ψ1（x�λ） ＝1s2 k2（x）cos sx ＋1s3 k11（x）sin sx ＋O
1
s4e|τ|x �

Ψ2（x�λ） ＝－1s sin sx ＋1s2 k3（x）cos sx ＋1s3 k5（x）sin sx ＋O
1
s4e|τ|x �

Ψ′1（x�λ） ＝－1s k2（x）sin sx ＋1s2 ［ k′2（x）＋k11（x） ］cos sx ＋O
1
s3e|τ|x �

Ψ′2（x�λ） ＝－cos sx －1s k3（x）sin sx ＋1s ［ k′3（x）＋k5（x） ］cos sx ＋O
1
s3e|τ|x ．

其中�
k1（x） ＝12∫x

0u（ξ）dξ�k2（x） ＝12∫x

0w（ξ）dξ�k3（x） ＝12∫x

0v（ξ）dξ�
k4（x） ＝14［ u（x）－ u（0） ］ －12［k21（x）＋k22（x） ］�
k5（x） ＝－14［v（x）＋v（0） ］ ＋12∫x

0［ω（ξ）k2（ξ）＋v（ξ）k4（ξ） ］dξ�
k6（x） ＝14［w（x）－ w（0） ］ －12∫x

0［ u（ξ）k2（ξ）＋ w（ξ）k3（ξ） ］dξ�
k7（x） ＝14［v（x）－v（0） ］ －12∫x

0［ w（ξ）k2（ξ）＋v（ξ）k3（ξ） ］dξ�
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k8（x） ＝－14［ u（x）＋ u（0） ］ ＋12［k21（x）＋k22（x） ］�
k9（x） ＝－14［w（x）＋ w（0） ］ ＋12∫x

0［ w（ξ）k1（ξ）＋v（ξ）k2（ξ） ］dξ�
k10（x） ＝14［w（x）－ w（0） ］ －12∫x

0［ w（ξ）k1（ξ）＋v（ξ）k2（ξ） ］dξ�
k11（x） ＝－14［w（x）＋ w（0） ］ ＋12∫x

0［ u（ξ）k2（ξ）＋ w（ξ）k3（ξ） ］dξ�
k12（x） ＝－18［w′（x）＋ w′（0） ］ ＋14［w（ξ）k1（ξ）＋v（ξ）k2（ξ）＋ w（0）k1（0）＋v（0）k2（0） ］ ＋

12∫x

0［ w（ξ）k4（ξ）＋v（ξ）k10（ξ） ］dξ�
k13（x） ＝－18［w′（x）＋ w′（0） ］ ＋14［ u（ξ）k2（ξ）＋ w（ξ）k3（ξ）＋ u（0）k2（0）＋ w（0）k3（0） ］ ＋

12∫x

0［ u（ξ）k6（ξ）＋ w（ξ）k7（ξ） ］dξ．
证明　以 Cauchy 问题（c2）解的渐近式为例进行证明�其余类似可证．（c2）即

φ″1＋s2φ1＝uφ1＋wφ2�φ1（0）＝0�φ′1（0）＝－1；
φ″2＋s2φ2＝wφ1＋vφ2�φ2（0）＝0�φ′2（0）＝0．

由引理1得
φ1＝－1s sin sx ＋∫x

0
sin s（x－ξ）

s ［ u（ξ）φ1（ξ）＋ w（ξ）φ2（ξ） ］dξ�
φ2＝∫x

0
sin s（x－ξ）

s ［ w（ξ）φ1（ξ）＋v（ξ）φ2（ξ） ］dξ．
（1）

　　令φ1＝ f1e｜τ｜x�φ2＝ f2e｜τ｜x�因为｜sin sx｜≤e｜τ｜x�｜sin s（x－ξ）｜≤e｜τ｜（x－ξ）�代入（1）式右端得
f1 ≤1s ＋∫x

0
1
|s|［｜u（ξ）｜·｜f1|＋|w（ξ）|·|f2|］dξ�

f2 ≤∫x

0
1
|s|［｜w（ξ）｜·｜f1|＋|v（ξ）|·|f2|］dξ．

　　设 M＝max｛｜u（ξ）｜�｜w（ξ）｜�｜v（ξ）｜｝�由 Gronwall不等式可得
｜f1｜＋｜f2｜≤1s e

2Mπ｜s｜．
即 f1＝O 1｜s｜ �f2＝O 1｜s｜ ．所以

φ1＝O 1｜s｜e｜τ｜x �
φ2＝O 1｜s｜e｜τ｜x ．

把所得φ1�φ2代入（1）式�再经反复迭代可得
φ1（x�λ） ＝－1s sin sx ＋1s2 k1（x）cos sx ＋1s3 k8（x）sin sx ＋O

1
s4e|τ|x �

φ2（x�λ） ＝1s2 k2（x）cos sx ＋1s3 k9（x）sin sx ＋O
1
s4e|τ|x ．

　　同理可证●1�●2�χ1�χ2�Ψ1�Ψ2的渐近式．
下面再以φ′1（x�y）的渐近式为例进行证明�其余类似可证．
由φ1＝－1s sin sx ＋∫x

0
sin s（x－ξ）

s ［ u（ξ）φ1（ξ）＋ w（ξ）φ2（ξ） ］dξ�两边对 x求导得
φ′1＝－cos sx ＋∫x

0cos s（x－ξ） ［ u（ξ）φ1（ξ）＋ w（ξ）φ2（ξ） ］dξ．
　　把φ1�φ2的渐近式代入得

6
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φ′1（x�λ） ＝－cos sx －1s k1（x）sin sx ＋1s ［ k′1（x）＋k8（x） ］cos sx ＋O
1
s3e|τ|x ．

　　同理可证φ′2�●′1�●′2�χ′1�χ′2�Ψ′1�Ψ′2的渐近式．

2　特征值问题的迹公式

命题2　设ω（λ） ＝

●1（π�λ）－1 φ1（π�λ） χ1（π�λ） Ψ1（π�λ）
●′1（π�λ） φ′1（π�λ）＋1 χ′1（π�λ） Ψ′1（π�λ）
●2（π�λ） φ2（π�λ） χ2（π�λ）－1 Ψ2（π�λ）
●′2（π�λ） φ′2（π�λ） χ′2（π�λ） Ψ′2（π�λ）＋1

�

则问题（E）的特征值集合与ω（λ）的零点集合重合．
证明　令 y（x�λ）＝c1●（x�λ）＋c2φ（x�λ）＋c3χ（x�λ）＋c4Ψ（x�λ）�则 y（ x�λ）是问题（E）的通解．设λ是

特征值．由（E）的周期边界条件得
c1●1（0�λ）＋c2φ1（0�λ）＋c3χ1（0�λ）＋c4Ψ1（0�λ） ＝ c1●1（π�λ）＋c2φ1（π�λ）＋c3χ1（π�λ）＋c4Ψ1（π�λ）�
c1●2（0�λ）＋c2φ2（0�λ）＋c3χ2（0�λ）＋c4Ψ2（0�λ） ＝ c1●2（π�λ）＋c2φ2（π�λ）＋c3χ2（π�λ）＋c4Ψ2（π�λ）�
c1●′1（0�λ）＋c2φ′1（0�λ）＋c3χ′1（0�λ）＋c4Ψ′1（0�λ）＝ c1●′1（π�λ）＋c2φ′1（π�λ）＋c3χ′1（π�λ）＋c4Ψ′1（π�λ）�
c1●′2（0�λ）＋c2φ′2（0�λ）＋c3χ′2（0�λ）＋c4Ψ′2（0�λ）＝ c1●′2（π�λ）＋c2φ′2（π�λ）＋c3χ′2（π�λ）＋c4Ψ′2（π�λ）．

把 Cauchy 条件代入上式得
c1［●1（π�λ）－1］＋c2φ1（π�λ）＋c3χ1（π�λ）＋c4ψ1（π�λ） ＝0�
c1●′1（π�λ）＋c2［φ′1（π�λ）＋1］＋c3χ′1（π�λ）＋c4ψ′1（π�λ） ＝0�
c1●2（π�λ）＋c2φ2（π�λ）＋c3［χ2（π�λ）－1］＋c4ψ2（π�λ） ＝0�
c1●′2（π�λ）＋c2φ′2（π�λ）＋c3χ′2（π�λ）＋c4［ψ′2（π�λ）＋1］ ＝0．

因为 c1�c2�c3�c4不全为零�故有
●1（π�λ）－1 φ1（π�λ） χ1（π�λ） Ψ1（π�λ）
●′1（π�λ） φ′1（π�λ）＋1 χ′1（π�λ） Ψ′1（π�λ）
●2（π�λ）－1 φ2（π�λ） χ2（π�λ）－1 Ψ2（π�λ）
●′2（π�λ） φ′2（π�λ）＋1 χ′2（π�λ） Ψ′2（π�λ）＋1

＝0．

即问题（E）的特征值集合与ω（λ）的零点集合重合．
引理2　当σ＝2N＋1�｜τ｜≥1π时�

e｜τ｜π
sin4 sπ2 有界．

证明　易知｜sin（x＋iy）｜2＝sin2x＋sh2x．
当σ＝2N＋1时�sin sπ2

2＝ sin （σ＋iτ）π2
2＝ch2τπ2�所以

e｜τ｜π
sin4 sπ2 ＝ e｜τ｜π

ch4τπ2
≤8．

当｜τ｜≥1π时�sin sπ2
2＝ sin （σ＋iτ）π2

2≥sh2τπ2�所以
e｜τ｜π

sin4 sπ2 ≤ e｜τ｜π
sh4τπ2

≤128．

综上可知：当σ＝2N＋1�｜τ｜≥1π时�
e｜τ｜π

sin4 sπ2 有界．
将ω（λ）的行列式展开�并把●1�●2�φ1�φ2�χ1�χ2�Ψ1�Ψ2的渐近式和●′1�●′2�φ′1�φ′2�χ′1�χ′2�Ψ′1�Ψ′2的渐近

式代入�经过计算可得
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ω（λ）＝16sin4 sπ2 ＋16p1s （sin sπcos sπ－sin sπ）＋16s2（p2＋p3cos sπ＋p4cos2sπ＋p5sin2sπ）＋O
1
s3e|τ|x ．

其中�
p1＝14［k1（π）＋k3（π） ］�
p2＝18［k21（π）＋k22（π）＋k23（π）＋k4（π）＋k7（π）－k5（π）－k8（π）－k′1（π）－k′3（π） ］�
p3＝18［2k5（π）＋2k8（π）＋2k′1（π）＋2k′3（π）－2k4（π）－2k7（π）－k21（π）－2k22（π）－k23（π） ］�
p4＝18［k4（π）＋k7（π）＋k22（π）－k5（π）－k8（π）－k′1（π）－k′3（π） ］�
p5＝18［2k1（π）k3（π）－k22（π） ］．

记Ω（λ）＝16sin4 sπ2 �则有
ω（λ）
Ω（λ） ＝1＋1s ·

p1sin sπ（cos sπ－1）
sin4 sπ2

＋1s2·
p2＋ p3cos sπ＋ p4cos2sπ＋ p5sin2sπ

sin4 sπ2
＋O

e|τ|π
s3sin4 sπ2 ．

　　命题3　当 N充分大时�ω（λ）与Ω（λ）在 CN 内有相同多的零点．
在 s平面上取折线 L N�其中�A＝2N＋1�B＝（2N＋1）（1＋i）�C＝（2N＋1）（－1＋i）�D＝－（2N＋1）．

当σ＝RN＝2N＋1时�折线 L N 即是从 R N 出发�经（1＋i）RN�（－1＋i）RN�到达－RN．变换λ＝s2把 s平面
上折线 L N 变成了λ平面上的单闭迴路 C N�它是由λ＝ p1＋i p2平面上的2段抛物线弧组成�抛物线方程分
别是±p1＝R2N－ p22RN

2
．当 N 充分大时�在迴路 CN 上 ω（λ）

Ω（λ）－1 ＜1�由 Rouche 定理［5］�由于Ω（λ）＝
16sin4 sπ2 在 CN 内有4重零点�故ω（λ）在 CN 内有4个零点�分别记为λ1n�λ2n�λ3n�λ4n．

定理1　对于问题（E）则有迹公式
∑N－N λ1n＋λ2n＋λ3n＋λ4n－16n2－16p1π ＝－4p4－8p1π ＋O

1
N ．

其中 �
p1＝14［k1（π）＋k3（π） ］�
p4＝18［k4（π）＋k7（π）＋k22（π）－k5（π）－k8（π）－k′1（π）－k′3（π） ］．

　　证明　由命题3知�当 N充分大时�ω（λ）与Ω（λ）在 CN 内有相同多的零点�lnω（λ）Ω（λ）在 CN 上为单值解析

函数�对下面的恒等式沿 CN 作迴路积分�并除以2πi�有
λω′（λ）ω（λ） －

Ω′（λ）
Ω（λ） ＝－ lnω（λ）Ω（λ）＋

ddλλln
ω（λ）
Ω（λ） ．

由于 ddλλlnω（λ）Ω（λ） 单值解析�所以在 CN 上积分为零．即

∑N－N ［λ1n＋λ2n＋λ3n＋λ4n－4（2n）2］ ＝－ 12πi∮CN
lnω（λ）Ω（λ）dλ�

通过留数计算得

∑N－N ［λ1n＋λ2n＋λ3n＋λ4n－16n2－16p1π ］ ＝－4p4－8p1π ＋O
1
N ．

8
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dition is discussed．The eigenvalue problem is turned into the zero problem of an entire function．
By the integral identity and residue method�the trace formula for the above eigenvalue problem of
Sturm-Liouville system is obtained．
Key words： periodic boundary condition；eigenvalue；asymptotic estimate；trace formula
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Rational Approximation to｜x｜at the Chebyshev Nodes of
the Second Kind

ZHANG Hu-i ming1�　LI Jian-jun2
（1．College o f Mathematics ＆ Physics�Shi j iaz huang Univ ersity o f Economics�

Shi j iaz huang050031�China；2．Dep artment o f Mathematics ＆ Inf ormation Science�
A f f iliated College o f Minority Education�Hebei Normal Univ ersity�Shi j iaz huang050091�China）
Abstract： Rational approximation to ｜x｜is investigated at the Chebyshev nodes of the second
kind．And it is proved that the rational interpolation approximation rate is O 1

nlog n ．
Key words： rational approximation；Newman-type rational operators；the second kind of Cheby-
shev nodes
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