
第 44 卷第 2 期 郑 州 大 学 学 报( 理 学 版) Vol. 44 No. 2
2012 年 6 月 J． Zhengzhou Univ． ( Nat． Sci． Ed． ) Jun. 2012

收稿日期: 2011 12 10
基金项目:国家自然科学基金资助项目，编号 10971199，11171311; 河南省教育厅自然科学基金资助项目，编号 2009C110006．
作者简介:张能伟( 1980 － ) ，男，硕士，主要从事偏微分方程研究，E-mail: zhang_nw@ 163． com; 通讯作者: 陈翔英( 1968 － ) ，女，副教授，硕

士，主要从事偏微分方程研究，E-mail: chenxiangying@ 126． com．

DOI: 10． 3969 / j． issn /1671 －6841． 2012． 02． 006

一类广义 BBM-Burgers方程的 Cauchy问题
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摘要: 证明了广义 BBM-Burgers方程的 Cauchy问题
vt － αvxxt － βvxx + γvxxxx + f( v) x = G( v) + h( vx ) x + g( v) xx，x∈R，t ＞ 0，

v( x，0) = v0 ( x) ，x∈R

存在唯一整体强解 v∈C( ［0，∞ ) ; Hs ( R) ) ∩C1( ［0，∞ ) ; Hs － 2 ( R) ) ( s≥4) 和唯一的整体古典解，并给出解的衰减
估计．
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0 引言

文［1］研究了具有耗散项的多维广义 BBM-Burgers方程组 Cauchy问题

ut +∑
N

j = 1
fj ( u) xj － Δut － Δu + Δ2u = 0，x∈ RN，t ＞ 0， ( 1)

u( x，0) = u0 ( x) ，x∈ RN ( 2)
解的最优瞬间衰减估计，其中，u( x，t) = ( u1 ( x，t) ，…，un ( x，t) )

T 是未知向量值函数，fj ( u) = ( fj1 ( u) ，…，

fjn ( u) )
T ( j = 1，2，…，N) 是定义在 Bl ( u) ( Bl ( u) 是以某一固定点 u∈Rn为球心，l为半径的闭球，而 l ＞ 0为

任意固定常数) 上的任意 n × 1 光滑向量值流量函数．
文［2］证明了具有耗散项的一维广义 BBM-Burgers方程组 Cauchy问题

ut + f( u) x － αuxxt － βuxx + γuxxxx = 0，x∈ R，t ＞ 0， ( 3)
u( x，0) = u0 ( x) ，x∈ R ( 4)

整体光滑解的存在性和收敛性，其中，α，β，γ ＞ 0 为常数，u( x，t) = ( u1 ( x，t) ，…，un ( x，t) )
T 和 f( u) =

( f1 ( u) ，…，fn ( u) )
T 为光滑向量值函数．文［3］研究了多维的 Cauchy 问题( 3) ，( 4) 整体光滑解的存在性和

收敛性，所得结果推广了 Cauchy问题( 3) ，( 4) 的结果．
作者研究下列广义 BBM-Burgers方程的 Cauchy问题

vt － αvxxt － βvxx + γvxxxx + f( v) x = G( v) + h( vx ) x + g( v) xx，x∈ R，t ＞ 0， ( 5)
v( x，0) = v0 ( x) ，x∈ R， ( 6)

其中，v( x，t) 表示未知函数，vx = v
x
，vt =

v
t等
，α，β，γ ＞ 0为常数，f( s) ，h( s) ，G( s) 和 g( s) 为给定的非线性

函数，v0 ( x) 是定义在 R上的已知初值函数．
作者采用以下记号: Lp ( 1 ≤ p≤ ∞ ) 表示所有定义在 R上 Lp 可积函数的空间，并赋予范数‖·‖Lp =

‖·‖p，‖·‖L2 = ‖·‖; Hs ( R) 表示 R 上的 Sobolev 空间，赋予范数 ‖u‖Hs( R) = ‖( I － 2x )
s
2 u‖ =
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‖( 1 + ξ2 )
s
2 û‖，其中，s∈ R，x = 

x
，I是单位算子，̂u表示 u( x，t) 对 x的 Fourier变换．

1 Cauchy问题( 5) ，( 6) 局部解的存在性和唯一性

为了讨论方便起见，对方程( 5) 和初值条件作尺度变换

v( x，t) (= u x

槡α
，α

2

γ )t ， ( 7)

于是方程变为

ut － uxxt － uxx + uxxxx + 槡αα
γ

f( u) x = 槡αα
γ (h 1

槡α
u )x

x
+ α2

γ
G( u) [+ α

γ
g( u) + αβ

γ ]u － u
xx
， ( 8)

而初值变为 u0 ( x) = v0 ( 槡αx) ．若令

槡αα
γ

f( u) x = f( u) x ; 槡
αα
γ (h 1

槡α
u )x

x
= h( ux ) x ;

α2

γ
G( u) = G( u) ; α

γ
g( u) + αβ

γ
u － u = g( u) ，

则 Cauchy问题( 5) ，( 6) 变为
ut － uxxt － uxx + uxxxx + f( u) x = G( u) + h( ux ) x + g( u) xx，x∈ R，t ＞ 0， ( 9)

u( x，0) = u0 ( x) ，x∈ R． ( 10)
所以作者只需研究 Cauchy问题( 9) ，( 10) 整体强解和整体古典解的存在性、唯一性和解的衰减性质，因

为通过变换( 7) 可得 Cauchy问题( 5) ，( 6) 的结果．
为了将 Cauchy问题( 9) ，( 10) 转化为积分方程，引入常微分方程的基本解和几个引理．令 F( x) 是常微

分方程

w( x) － wxx ( x) = δ( x) ( 11)

的基本解，其中，δ( x) 为 Dirac函数，即 F( x) = 1
2 e －| x|，x∈ R．易证基本解满足下面的引理．

引理 1 ① F( x) 在 R上有意义、连续且 F( x) ＞ 0;
② F( x) ∈ Lq，其中，1 ≤ q≤ ∞ 且‖F‖1 = 1;

③ F̂( ξ) = 1
1 + ξ2
，其中，F̂( ξ) = 1

2槡 π∫－∞
∞
F( x) e － ixξdx是 F( x) 的 Fourier变换;

④‖F* f‖Hs( R) = ‖f‖Hs－2( R) ，s∈ R，其中，F* f( x) 表示函数 F和 f的卷积．

引理 2［4］ 假设 f( u) ∈ Ck ( R) ，f( 0) = 0，u∈ L∞ ∩ Hs ( R) 且 k = ［s］+ 1，s≥ 0．如果‖u‖L∞ ( R) ≤
M，则

‖f( u) ‖Hs( R) ≤ C1 ( M) ‖u‖Hs( R) ，

其中，C1 ( M) 是依赖于 M的常数．
引理 3［5］ 假设 s≥ 0，f( u) ∈ Ck ( R) ( k =［s］+ 1) ，u，v∈ L∞ ∩ Hs ( R) ，如果‖u‖L∞ ( R) + ‖u‖Hs( R)

≤ M，‖v‖L∞ ( R) + ‖v‖Hs( R) ≤ M，则
‖f( u) － f( v) ‖Hs( R) ≤ C2 ( M) ‖u － v‖Hs( R) ，

其中，C2 ( M) 是依赖于 M的常数．
设 u( x，t) ∈ C1( ［0，T］; Hs ( R) ) ( s≥ 4) 是问题( 9) ，( 10) 的强解，则方程( 9) 可写为

ut － uxx －［ut － uxx］xx + f( u) x = G( u) + h( ux ) x + g( u) xx ． ( 12)
令 f( 0) = h( 0) = g( 0) = G( 0) = 0，由方程( 12) 和基本解 F( x) 可知

ut － uxx = ( I － 2x )
－1［G( u) + h( ux ) x － f( u) x + g( u) xx］

= F* ［G( u) + h( ux ) x － f( u) x + g( u) xx］． ( 13)
定义 1 对于任意 T ＞ 0，如果 s≥ 2，函数 u( x，t) ∈ C( ［0，T) ; Hs ( R) ) ∩ C1( ［0，T) ; Hs－2 ( R) ) 是问题
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( 13) ，( 10) 的解，则称 u( x，t) 是问题( 9) ，( 10) 的强解．如果 T ＜ ∞，则称 u( x，t) 为问题( 9) ，( 10) 的局部强
解; 如果 T = ∞，则称 u( x，t) 为问题( 9) ，( 10) 的整体强解．
为了应用压缩映射原理证明问题( 13) ，( 10) 存在唯一的整体解，首先考虑下列线性方程的 Cauchy问题

ut － uxx = φ( x，t) ，( x，t) ∈ R ×［0，T］， ( 14)
u( x，0) = u0 ( x) ，x∈ R． ( 15)

引理 4 令 s∈ R．设对任意的 T ＞ 0，u0 ∈ Hs ( R) ，φ∈ L1( ［0，T］; Hs ( R) ) ，则问题( 14) ，( 15) 存在唯
一强解 u( x，t) ∈ C( ［0，T］; Hs ( R) ) 且有估计

‖u(·，t) ‖Hs( R) ≤‖u0‖Hs( R) + ∫0
t

‖φ(·，τ) ‖Hs( R) dτ，t∈［0，T］． ( 16)

证明 类似于文献［6］，证明波动方程的 Cauchy问题
utt － uxx = φ( x，t) ，( x，t) ∈ R ×［0，T］，

u( x，0) = u0 ( x) ，ut ( x，0) = u1 ( x) ，x∈ R
解的存在唯一性，可以证明问题( 14) ，( 15) 存在唯一的强解 u( x，t) ∈ C( ［0，T］; Hs ( R) ) ．下面证明估计式
( 16) 成立．方程( 14) 两边作 Fourier变换，有

ût + ξ2 û = φ̂( ξ，t) ． ( 17)

( 17) 式两端同时乘以 eξ2t，得 d
dt ( ûe

ξ2t ) = φ̂( ξ，t) eξ2t，从 0 到 t积分可知

û( ξ，t) = û0e
－ξ2t + ∫0

t

e －ξ2( t －τ) φ̂( ξ，τ) dτ， ( 18)

其中，̂u0 是 u0 ( x) 的 Fourier变换．因为 e －ξ2t ≤ 1，由( 18) 式得

‖u(·，t) ‖Hs( R) ≤‖u0‖Hs( R) + ∫0
t

‖φ(·，τ) ‖Hs( R) dτ． ( 19)

引理证毕．
对于 s≥ 2，u0 ∈ Hs ( R) ，定义函数空间 X( T) = { w | w∈ C( ［0，T］; Hs ( R) ) } ，其范数定义为

‖w‖X( T) = max
0≤t≤T

‖w(·，t) ‖Hs( R) ，w∈ X( T) ．

显然 X( T) 是一个 Banach空间．对于任意 M，T ＞ 0，定义集合
P( M，T) = { w | w∈ X( T) ，‖w‖X( T) ≤ M} ，

显然P( M，T) 是X( T) 中一不空有界闭凸集，对于w∈X( T) ，u0∈Hs ( R) ，g，f，h，G∈Ck ( R) 且 k =［s］
+ 1，考虑下列线性方程的 Cauchy问题

ut － uxx = F* ［G( w) + h( wx ) x － f( w) x + g( w) xx］，x∈ R，t ＞ 0， ( 20)
u( x，0) = u0 ( x) ，x∈ R． ( 21)

令 S表示由 w到问题( 20) ，( 21) 的唯一解的映射，由引理 4 知，S映 X( T) 到 X( T) ．
定理 1 设 u0 ∈ Hs ( R) ( s≥ 2) ，g，f，h，G∈ Ck ( R) ，f( 0) = g( 0) = h( 0) = G( 0) = 0 且 k = ［s］+

1．如果 T相对于 M充分小，则 S: P( M，T) → P( M，T) 是严格压缩的．
证明 当 s≥ 2 时，由 Sobolev嵌入定理推得

‖w‖C1B( R)
≤ C3‖w‖Hs( R) ，

其中，C1
B ( R) 是由定义在 R上的连续函数和一阶有界连续导数全体组成的空间且 C3 是一嵌入常数．令 φ～ =

F* ［G( w) + h( wx ) x － f( w) x + g( w) xx］．
由引理 1 和引理 2 得
‖φ～‖Hs( R) ≤‖( I － 2x )

－1［h( wx ) x － f( w) x］‖Hs( R) + ‖( I － 2x )
－1G( w) ‖Hs( R) +

‖( I － 2x )
－1g( w) xx‖Hs( R)

= ‖( 1 + ξ2 )
s
2 ( 1 + ξ2 ) －1 ( － iξ) ( ĥ( wx ) － f̂( w) ) ‖ + ‖( 1 + ξ2 )

s
2 ( 1 + ξ2 ) －1 Ĝ( w) ‖ +

‖( 1 + ξ2 )
s
2 ( 1 + ξ2 ) －1 ( － ξ2 ) ĝ( w) ‖

≤ C1 ( M
—
) ( ‖w‖Hs－1( R) + ‖wx‖Hs－1( R) + ‖w‖Hs－2( R) + ‖w‖Hs( R) )
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≤ 4C1 ( M
—
) ‖w‖Hs( R) ， ( 22)

其中，M
—

= C3M．故

∫0
t

‖φ～‖Hs( R) dτ≤ 4C1M
—

max
0≤t≤T

‖w‖Hs( R) T．

所以由引理 4 知

‖u(·，t) ‖Hs( R) ≤‖u0‖Hs( R) + 4C1 ( M
—
) MT． ( 23)

如果 M和 T满足

2‖u0‖Hs( R) ≤ M，T≤ 1
8C1 ( M

—
)
， ( 24)

则由( 23) 式推出‖u(·，t) ‖Hs( R) ≤M．因此，如果( 24) 式成立，则 S映P( M，T) 到P( M，T) ．下证 S: P( M，T)
→ P( M，T) 是严格压缩的．
给定 w1，w2 ∈ P( M，T) ．令 u1 = Sw1，u2 = Sw2，u = u1 － u2，w = w1 － w2，则 u( x，t) 满足下列 Cauchy问

题

ut － uxx = F* ［G( w1 ) － G( w2 ) + h( w1x ) x － h( w2x ) x －
( f( w1 ) x － f( w2 ) x ) + g( w1 ) xx － g( w2 ) xx］，x∈ R，t ＞ 0， ( 25)

u( x，0) = 0，x∈ R． ( 26)
由引理 1 和引理 3 推出

‖F* ［f( w1 ) x － f( w2 ) x］‖Hs( R) ≤‖f( w1 ) － f( w2) ］‖Hs－1( R)

≤ C2 ( M
—
) ‖w‖Hs－1( R)

≤ C2 ( M
—
) ‖w‖Hs( R) ． ( 27)

类似可知

‖F* ［h( w1x ) － h( w2x) ］‖Hs( R) ≤ C2 ( M
—
) ‖w‖Hs( R) ， ( 28)

‖F* ［g( w1 ) xx － g( w2 ) xx］‖Hs( R) ≤ C2 ( M
—
) ‖w‖Hs( R) ， ( 29)

‖F* ［G( w1 ) － G( w2) ］‖Hs( R) ≤ C2 ( M
—
) ‖w‖Hs( R) ． ( 30)

所以由引理 4 和( 27) ～ ( 30) 式有

‖u‖X( T) ≤ 4C2 ( M
—
) T‖w‖X( T) ． ( 31)

如果 T满足( 24) 式和

T≤ 1
8C2 ( M

—
)
， ( 32)

则由( 31) 式得‖u‖X( T) ≤
1
2 ‖w‖X( T) ．定理证毕．

定理 2 设 u0 ∈ Hs ( R) ( s≥ 2) ，g，f，h，G∈ Ck ( R) ，f( 0) = g( 0) = h( 0) = G( 0) = 0 且 k = ［s］+
1，则 Cauchy问题( 9) ，( 10) 存在唯一的局部强解 u( x，t) ∈ C( ［0，T0 ) ; H

s ( R) ) ∩ C1( ［0，T0 ) ; H
s－2 ( R) ) ，其

中，［0，T0 ) 是解存在的最大时间区间，同时如果

sup
0≤t ＜ T0

‖u‖Hs( R) ＜ ∞， ( 33)

则 T0 = ∞ ．
证明 由定理1和压缩映射原理知，对于适当选择的 T ＞ 0，S有唯一不动点 u( x，t) ∈P( M，T) ，显然它

是问题( 9) ，( 10) 的局部广义解，易证对于每一 T' ＞ 0，问题( 9) ，( 10) 至多有一解 u∈ X( T') ．
下面证明 u∈ C1( ［0，T0 ) ; H

s－2 ( R) ) ．由方程( 13) 和引理 1，2 推出

‖ut (·，t) ‖Hs－2( R) ≤‖u(·，t) ‖Hs( R) + ‖( 1 + ξ 2 )
s－2
2 1
1 + ξ 2 G( u)

⌒
‖ +

‖( 1 + ξ 2 )
s－2
2 1
1 + ξ 2 ( － iξ) h( ux )

⌒
‖ +
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‖( 1 + ξ 2 )
s－2
2 1
1 + ξ 2 ( － iξ) f( u)

⌒
‖ +

‖( 1 + ξ 2 )
s－2
2 1
1 + ξ 2 ( － ξ 2 ) 2 g( u)⌒ ‖

≤‖u(·，t) ‖Hs( R) + C1 ( M
—
) ‖u(·，t) ‖Hs－4( R) + C1 ( M

—
) ‖u(·，t) ‖Hs－2( R) +

C1 ( M
—
) ‖u(·，t) ‖Hs－3( R) + C1 ( M

—
) ‖u(·，t) ‖Hs－2( R)

≤ C4 ( M
—
) ‖u(·，t) ‖Hs( R) ．

所以 Cauchy问题( 9) ，( 10) 存在唯一强解 u∈ C( ［0，T0 ) ; H
s ( R) ) ∩ C1( ［0，T0 ) ; H

s－2 ( R) ) ．
令［0，T0 ) 是解 u∈ X( T0 ) 存在的最大时间区间，利用文献［7］中的标准方法可证如果( 33) 式成立，则

T0 = ∞ ．定理证毕．
下面将解的延拓条件( 33) 转化为以下定理 3 中的( 34) 式．
定理 3 设 u0 ∈ Hs ( R) ( s≥ 2) ，g，f，h，G∈ Ck ( R) ，f( 0) = g( 0) = h( 0) = G( 0) = 0 且 k = ［s］+

1，又设［0，T0 ) 是问题( 9) ，( 10) 解 u( x，t) 存在的最大时间区间，如果
λ = sup

0≤t ＜ T0
‖u(·，t) ‖L∞ ( R) ＜ ∞， ( 34)

则 T0 = ∞ ．
证明 由( 34) 式可知‖u(·，t) ‖L∞ ( R) ＜ λ，t∈［0，T0 ) ．令

φ～ = F* ［G( u) + h( ux ) x － f( u) x + g( u) xx］．
由引理 1 和引理 2 得
‖φ～‖Hs( R) = ‖F* ［G( u) + h( ux ) x － f( u) x + g( u) xx］‖Hs( R)

≤ C1 ( λ) ‖u‖Hs－2( R) + C1 ( λ) ‖ux‖Hs－1( R) + C1 ( λ) ‖u‖Hs－1( R) + C1 ( λ) ‖u‖Hs( R)

≤ 4C1 ( λ) ‖u‖Hs( R) = C5 ( λ) ‖u‖Hs( R) ．
由引理 4 推出

‖u(·，t) ‖Hs( R) ≤‖u0‖Hs( R) + C5 ( λ) ∫0
t

‖u(·，τ) ‖Hs( R) dτ．

利用 Gronwall不等式给出 sup
0≤t ＜ T0

‖u(·，t) ‖Hs( R) ＜ ∞ ．由定理 2 知 T0 = ∞ ．定理证毕．

2 Cauchy问题( 9) ，( 10) 的整体解

为了证明问题( 9) ，( 10) 存在唯一的整体强解和整体古典解，先引入下面一个有用的引理．

引理 5［8］ 设 s = m + 1
2 + λ，λ∈ ( 0，1) ，m∈ N( N是一个非负整数集合) ，则 Hs ( R) 嵌入 Cm，λ ( R) 和

对于任意 w∈ Hs ( R) 有
Dkw( x) → 0( x → ∞ ) ，k∈ N，0 ≤ k≤ m，

其中，Cm，λ ( R) 表示 Hlder空间和 D = d
dx．

定理 4 设 u0 ∈ Hs ( R) ( s≥ 4) ，g，f，h，G∈ Ck ( R) 且 k = ［s］+ 1，h( 0) = 0且 h'( z) ≥ 0，z∈ R;

Q( u) = ∫0
u

f( z) dz;z∈ R，g'( z) ≥ 0; G( 0) = 0 且存在常数 γ0 ＞ 0，使得z ∈ R成立 G'( z) ≤－ γ0 ．则

Cauchy问题( 9) ，( 10) 有唯一的整体强解 u( x，t) ∈ C( ［0，∞ ) ; Hs ( R) ) ∩ C1( ［0，∞ ) ; Hs－2 ( R) ) ．
证明 根据定理 3，只需证明( 34) 式成立即可．
方程( 9) 两端同乘以 2u，并在 R上积分可得

d
dt ( ‖u‖2 + ‖ux‖

2 ) + 2‖ux‖
2 + 2‖uxx‖

2 = 2( － f( u) x + h( ux ) x + G( u) + g( u) xx，u) ， ( 35)

其中，(·，·) 表示 L2 ( R) 中的内积．
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利用引理 5 和中值定理有

( － f( u) x，u) = ( f( u) ，ux ) = ∫R Q( u)x dx = 0， ( 36)

( h( ux ) x，u) = － ( h'( θ1ux ) ux，ux ) ≤ 0， ( 37)
( g( u) xx，u) = － ( g'( u) ux，ux ) ≤ 0， ( 38)
( G( u) ，u) = ( G'( θ2u) u，u) ≤ γ0‖u‖2， ( 39)

其中，0 ＜ θ1，θ2 ＜ 1．将( 36) ～ ( 39) 式代入( 35) 式后，对 t积分可得

‖u(·，t) ‖2 + ‖ux (·，t) ‖
2 + 2∫0

t

( ‖ux (·，τ) ‖
2 + ‖ux2 (·，τ) ‖

2 ) dτ≤‖u0‖
2
H1( R) + γ0∫0

t

‖u(·，t) ‖dτ．

利用 Gronwall不等式有‖u(·，t) ‖2
H1( R) ≤‖u0‖

2
H1( R) e

γ0t，0 ≤ t≤ T．
由嵌入定理可得 sup

t∈［0，T0)
‖u‖L∞ ( R) ＜ ∞ ．定理证毕．

注 1 如果 s ＞ 9
2 ，则 Cauchy 问题( 9) ，( 10) 存在唯一整体古典解 u( x，t) ∈ C( ［0，∞ ) ; C4

B ( R) ) ∩

C1( ［0，∞ ) ; C2
B ( R) ) ．

3 Cauchy问题( 9) ，( 10) 解的衰减性质

定理 5 设以下条件成立:

① f∈ C1 ( R) ，Q( u) = ∫0
u

f( z) dz;

② G∈ C1 ( R) ，G( 0) = 0 且存在常数 γ0 ＞ 0，使得z∈ R成立 G'( z) ≤－ γ0 ;

③1 h∈ C1 ( R) ，z∈ R，h( z) z≥ 0;
③2 h∈ C1 ( R) ，h( 0) = 0，存在常数 α0 ＞ 0，使得z∈ R成立 h'( z) ≥ α0 ;

④ g∈ C2 ( R) ，存在常数 β0 ＞ 0，使得z∈ R成立 g'( z) ≥ β0 ．
如果条件①，②，③1和④成立，min( γ0，1 + β0 ) = σ0，则 Cauchy 问题( 9) ，( 10) 的整体强解 u∈ C( ［0，

∞ ) ; Hs ( R) ) ∩ C1( ［0，∞ ) ; Hs－2 ( R) ) ( s≥ 4) 和整体古典解 u( x，t) 有衰减性质
‖u‖2 + ‖ux‖

2 ≤ ( ‖u0‖
2 + ‖u0x‖

2 ) e －2σ0t，t≥ 0． ( 40)
如果条件①，②，③2 和④成立，min( γ0，1 + α0 + β0 ) = σ，则 Cauchy问题( 9) ，( 10) 的整体强解 u ∈

C( ［0，∞ ) ; Hs ( R) ) ∩ C1( ［0，∞ ) ; Hs－2 ( R) ) ( s≥ 4) 和整体古典解 u( x，t) 有衰减性质
‖u‖2 + ‖ux‖

2 ≤ ( ‖u0‖
2 + ‖u0x‖

2 ) e －2σt，t≥ 0． ( 41)
证明 利用引理 5 和对 x进行分部积分，如果对于任意的 z∈ R，h( z) z≥ 0，得

( h( ux ) x，u) = － ( h( ux ) ，ux ) ≤ 0; ( 42)
如果 h'( z) ≥ α0，利用中值定理有

( h( ux ) x，u) = － ( h( ux ) － h( 0) ，ux ) = － ( h'( θ3ux ) ux，ux ) ≤－ α0‖ux‖
2， ( 43)

其中，0 ＜ θ3 ＜ 1; 又有
( g( u) xx，u) = － ( g'( ux ) ux，ux ) ≤－ β0‖ux‖

2 ． ( 44)
和

( G( u) ，u) = ( G'( θ4u) u，u) ≤－ γ0‖u‖2， ( 45)
其中，0 ＜ θ4 ＜ 1．
将( 36) ，( 42) ，( 44) 和( 45) 式代入( 35) 式，得

d
dt ( ‖u‖2 + ‖ux‖

2 ) ≤－ 2γ0‖u‖2 － 2( 1 + β0 ) ‖ux‖
2 ≤－ 2σ0 ( ‖u‖2 + ‖ux‖

2 ) ． ( 46)

解不等式( 46) ，推知( 40) 式成立．
将( 36) ，( 43) ～ ( 45) 式代入( 35) 式，有

d
dt ( ‖u‖2 + ‖ux‖

2 ) ≤－ 2γ0‖u‖2 － 2( 1 + α0 + β0 ) ‖ux‖
2 ≤－ 2σ( ‖u‖2 + ‖ux‖

2 ) ． ( 47)
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解不等式( 47) ，推知( 41) 式成立．定理 5 得证．
致谢 此文在郑州大学数学系陈国旺教授的指导下完成，特此感谢!
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The Cauchy Problem for a Generalized BBM-Burgers Equation

ZHANG Neng-wei1， CHEN Xiang-ying2

( 1． School of Mathematics and Statistics，Anyang Normal University，Anyang 455002，China;
2． Department of Economy and Trade，Zhengzhou Electric Power College，Zhengzhou 450004，China)

Abstract: The existence and uniqueness of the global generalized solution v∈C( ［0，∞ ) ; Hs ( R) ) ∩C1

( ［0，∞ ) ; Hs － 2 ( R) ) ( s≥4) and the global classical solution of a generalized BBM-Burgers equation
vt － αvxxt － βvxx + γvxxxx + f( v) x = G( v) + h( vx ) x + g( v) xx，x∈R，t ＞ 0，

v( x，0) = v0 ( x) ，x∈R
were proved． Moreover，the decay estimate of the solution was given．
Key words: generalized BBM-Burgers equation; Cauchy problem; global solution; decay estimate of so-
lution
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