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摘要! 对带有 )15G922 边界条件的常系数对流扩散方程#建立了一个两层有限差分格式#利用离散能量分析法给

出了差分解的先验估计式#分析了差分格式解存在唯一性)收敛性以及稳定性.并得出了差分格式在 Iv 范数下的

收敛阶数为 #!#* H*$ "&通过数值算例#验证了理论分析结果是正确的.
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$%引言

考虑带有 )15G922 边界条件的一维常系数对流扩散方程构造高阶差分格式%
12H41CK"1CC @-!C#2"#C$ !5#A"#2$ !##!(# !+"

1!C##" @-!C"#C$ !5#A"# !*"
1C!5#2" @#&1C!A#2" @##2$ !##!(# !C"

其中% 4#" 为常数#且 " F#&
12H4<K"1CC @-!C#2"#C$ !5#A"#2$ !##!(# !$"
<2H41CCK"<CC @-C!C#2"#C$ !5#A"#2$ !##!(# !""
1!C##" @&!C"&<!C##" @&G!C"#C$ !5#A"# !B"

<!5#2" @#&<!A#2" @##2$ !##!(# !@"
令<!C#2" @1C!C#2"#则方程!+" 转化为方程!$"#同时对方程!+" 关于 C求一阶导数为方程!"".方程!$" T
!@"为耦合方程#与!+" T!C"式等价.

对流扩散方程是描述黏性流体运动的非线性模型方程#但要得到对流扩散方程的精确解很困难#因此有
效的数值算法越来越重要#在常用的差分方法中#由于方程中扩散项的存在#在数值求解过程中经常会出现
数值震荡#为此需要构造精度高)稳定性好的数值解法#紧差分格式就是这一类方法.文献’+(给出了二维变
对流系数非稳态对流扩散方程的时间方向上加权离散的一类 [N\格式.文献’*(给出了二维不稳定对流扩
散方程的一种高阶交替方向隐格式#此方法在时间和空间上分别是二阶和四阶的.文献’C Z$(研究了对流
扩散方程的特征有限差分格式#此方法能够有效地克服数值震荡.文献’" ZB(给出了关于 )15G922 边界条
件热方程的高阶差分格式.文献’@ Z,(通过紧差分格式及高阶 W?f格式研究对流扩散问题.文献’D(提出带
有 )15G922 边界条件的非线性反应扩散方程的一种四阶紧算法.文献’+#(通过引入新变量#建立了一维非
稳态对流扩散方程的高阶有限差分格式#利用 %&2A)15G922 方法分析了差分格式的稳定性#在时间和空间
上为二阶和四阶收敛.文献’++ Z+*(利用紧差分格式求解热方程)变系数线性抛物方程及 \902A[7’’79]> 方
程.本文参考文献’+C(利用离散能量估计方法证明了差分解在最大模意义下关于时间和空间的二阶收敛
性.对带有 ?7]7<0’1:边界条件的对流扩散方程建立高阶紧差分格式的方法很多#而处理 )15G922 边界条件
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方法比较棘手#本文针对一维对流扩散方程建立一种紧差分格式#拟从格式的相容性)截断误差)稳定性)收
敛性)以及精度等方面对 )15G922 边界条件进行研究.

&%记号及引理

取正整数 /#$#记空间步长与时间步长分别为 * @!AK5"J/##@!J$&C’@5 H’*#!# # ’# /"#2B @

B##!# # B# $"&定义5* @,C’ # # ’#/-#5*# @,!C’#2B" # # ’# /## # B# $-#称!C’#2B" 为节点#并

设,<’
B # # ’# /## # B# $- 为 5*#上的网格函数#引进下列记号%
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对任意的 1#<$ M*# 定义平均算子)内积及范数%
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引理 - ’+$(!e]&2H9’’不等式.设 ,QB#?B / #- 为非负序列#且满足 QBH+ # !+ H)#"QBH#?B#B@##+#
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!!引理 0 ’+B(!对于定义在 5* 上的网格函数#有 *
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+%差分格式的建立

设 ;@,;B’ # # ’# /## # B# $-#M@,MB’ # # ’# /## # B# $- 为定义在 5*#上的网格函数#记
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# #B# $ K+ 时#则!+""式转化为
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将!*$" T!*B"三式相加得
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*
*
!"!21

BH+J*
# "1BH+J*# H4*

*
!"<BH+J*# "1BH+J*# K"!!C1

BH+J*
+J* "1BH+J*# @ *

*
!"-BH+J*# "1BH+J*# K

4**

+*"
!!21

BH+J*
# "1BH+J*# H4*

*

+*"
!-BH+J*# "1BH+J*# H*

*

+*
!-C"

BH+J*
# 1BH+J*# ## # B# $ K+&

!*D"

!!将!*+"式两边同时乘以 !*J*"1BH+J*/ # 转化后得
*
*
!"!21

BH+J*
/ "1BH+J*/ H4*

*
!"<BH+J*/ "1BH+J*/ H"!!C1

BH+J*
/K+J*"1

BH+J*
/ @ *

*
!"-BH+J*/ "1BH+J*/ H

4**

+*"
!!21

BH+J*
/ "1BH+J*/ K4*

*

+*"
!-BH+J*/ "1BH+J*/ K*

*

+*
!-C"

BH+J*
/ 1BH+J*/ ## # B# $ K+& !C#"

!!将!*," T!C#"三式相加得 %+ H%* @%C H%$ H%"#其中%%+ @!"!21
BH+J*#1BH+J*" @ +

*#
!.1BH+.*

" K

.1B.*
""&%* @K"!!

*
C1
BH+J*#1BH+J*" @" .!C1

BH+J*.*&%C @K4!"<
BH+J*#1BH+J*" # 4 .<BH+J*.* H 4

$
1

.1BH+J*.*&%$ @
**

+*
’ K 4

"
!!21

BH+J*
# " H 4

"
!-BH+J*# " K !-C"

BH+J*
# (1BH+J*# H **

+*
’ 4
"
!!21

BH+J*
/ " K 4

"
!-BH+J*/ " K

!-C"
BH+J*
/ (1BH+J*/ # ! 4

$,"
H +

*$
"! .1BH+.* H .1B.*" H ! 4

$,"
H +

*$
"’ !*-BH+J*# " * H !*-BH+J*/ " *( H

AK5
+B

’!* !-C"
BH+J*
# " * H !* !-C"

BH+J*
/ " *( HB4* .<BH+J*.* HB ."-BH+J*.* K "!!C1

BH+J*#!C!21
BH+J*"&%" @

!"-BH+J*#1BH+J*" # +
*
’" .!C1

BH+J*.* H ! +
"
H +
AK5

" .1BH+J*.* H +
$ .

1BH+J*.* H +
$
’ !*"-BH+J*# " * H

!*"-BH+J*/ " *( H*(
/K+

’@+
!"-BH+J*’ " *&

将 %+#%*#%C#%$#%" 代入 %+ H%* @%C H%$ H%" 得
+
*#
!.1BH+.*

" K.1
B.*

"" H
"
* .!C

1BH+J*.* # ! 4 HB4*" .<BH+J*.* H’ 4
,

H+
$"
H +
$!AK5"

H 4
$,"

H+
B
(1

!.1BH+.* H.1B.*" HAK5
+B

’!* !-C"
BH+J*
# " * H!* !-C"

BH+J*
/ " *( H +

$
’!*"-BH+J*# " * H!*"-BH+J*/ " *( H

*(
/K+

’@+
!"-BH+J*’ " * K"!!C1

BH+J*#!C!21
BH+J*" HB ."-BH+J*.* H! 4

$,"
H +
*$

"’!*-BH+J*# " * H!*-BH+J*/ " *(& !C+"

将!+D"式两边同时乘以 *<BH+J*’ # 对 ’到 /K+ 求和并移项得

*(
/K+

’@+
!"!2<

BH+J*
’ "<BH+J*’ K"*(

/K+

’@+
!!*C<

BH+J*
’ "<BH+J*’ @*(

/K+

’@+
!"!-C"

BH+J*
’ "<BH+J*’ K4*(

/K+

’@+
!!*C1

BH+J*
’ "<BH+J*’ & !C*"

!C*"式左边第 + 项)第 * 项分别为%

*(
/K+

’@+
!"!2<

BH+J*
’ "<BH+J*’ @!"!2<

BH+J*#<BH+J*" @ +
*#

!.<BH+.*
" K.<

B.*
""#

K"*(
/K+

’@+
!!*C<

BH+J*
’ "<BH+J*’ @K"!!*C<

BH+J*#<BH+J*" @" .!C<
BH+J*.*&

!C*"式右边第 + 项)第 * 项分别为%

$"
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*(
/K+

’@+
!"!-C"

BH+J*
’ "<BH+J*’ # .<BH+J*.* H +

$
*(
/K+

’@+
!"!-C"

BH+J*
’ "<BH+J*’ #

K4*(
/K+

’@+
!!*C1

BH+J*
’ "<BH+J*’ @K4!!*C1

BH+J*
’ #<BH+J*" # . 4 .!C<

BH+J*.* H 4
$.

.!C1
BH+J*.*#

其中 .@K"J4 # 将上述 $ 项代入!C*"式得
+
*#

!.<BH+.*
" K.<

B.*
"" #

4*

$"
.!C1

BH+J*.* H.<BH+J*.* H +
$
*(
/K+

’@+
!"!-C"

BH+J*
’ "<BH+J*’ & !CC"

!!记 ." @
4
,

H+
$"
H +
$!AK5"

H 4
$,"

H+
B
#将!CC"式乘以 $"* 与!C+"式乘以 *4* 相加后#再在式子两

边同时乘以 *#整理后#利用引理 B 得
!*4* .1BH+.*

" H$"
* .<BH+.*

" H*4
*" .!C1

BH+.*" K!*4* .1B.*
" H$"

* .<B.*
" H*4

*" .!C1
B.*" #

C#
*
! 4 C

*"
H+ HC4

$

"*
"’$"*!.<BH+.*

" H.<
B.*

"" H*4
*!.1BH+.*

" H.1
B.*

""( H

C#."’*4
*!.1BH+.*

" H.1
B.*

"" H$"
*!.<BH+.*

" H.<
B.*

""( H*#L
BH+J*# !C$"

其中 LBH+J* @ *4*,B."-BH+J*.* H ! 4
$,"

H +
*$

"’ !*-BH+J*# " * H !*-BH+J*/ " *( H AK5
+B

’ !* !-C"
BH+J*
# " * H

!* !-C"
BH+J*
/ " *- H4

*

*
’!*"-BH+J*# " * H!*"-BH+J*/ " *( H*4**(

/K+

’@+
!"-BH+J*’ " * H"* !"!-C"

BH+J*
’ " *&

记 OB @*4* .1B.*
" H$"

* .<B.*
" H*4

*".!C1
B.*#.B @

C 4 C

$"*
H"4

$

*"*
HC
*
HC."#则!C$"式为 OBH+ K

OB##.B!O
BH+ HOB" H*#LBH+J*#当 ## +

*.B
时#OBH+ # !+ H$#.B"O

BH$#LBH+J*#由 e]&2H9’’不等式得 OB#

1$.BB#’O# H#(
BK+

,@#
!$L,H+J*"(#B@+#*#C#0

定理 * 得证.

.%差分格式的唯一性$收敛性和稳定性

+" 唯一性
定理 +!差分格式!+," T!*C"式是唯一可解.
证明!差分格式 !+, " T!*C "式是线性的#考虑其对应的齐次方程组#由定理 + 知 *4* .1B.* H

$"* .<B.* H*4*".!C1
B.* # C

*
1$.BB#’*4* .1#.* H$"* .<#.* H*4*".!C1

#.*" H#(
BK+

,@#
!$L,H+J*"( @#&

易知 1B’ @##<
B
’ @### # ’# /## # B# $# 则差分格式!**" T!*@"式是唯一可解的#定理得证.

*" 收敛性
定理 -%设 1!C’#2B"#<!C’#2B" 是!C" ^!," 式的解#,1B’#<

B
’ # # ’# /## # B# $- 是差分格式!+," ^

!*C" 式的解#记 1B’ @1!C’#2B" K1
B
’#u1

B
’ @<!C’#2B" K<

B
’## # ’# /## # B# $#则当取 *##充分小时有

*4*.1B.* H$"* .u1B.* H*4*" .!C1
B.* # .!#* H*$" *#B@##+#*#0

证明!将!C" T!@"式与!+," T!*C"式分别相减#得到误差方程组%
"!21

BH+J*
’ H4"u1BH+J*’ K"!*C1

BH+J*
’ @,!+"’B ## # ’# /K+## # B# $ K+#

"!2u1
BH+J*
’ H4!*C1

BH+J*
’ K"!*Cu1

BH+J*
’ @,!*"’B ## # ’# /K+## # B# $ K+#

"!21
BH+J*
# H4"u1BH+J*# H4*

B"
!21

BH+J*
# K*"

* !C
1BH+J*+J* @,!+"#B ## # B# $ K+#

"!21
BH+J*
/ H4"u1BH+J*/ K4*

B"
!21

BH+J*
/ H*"

* !C
1BH+J*/K+J* @### # B# $ K+#

1#’ @##u1
#
’ @### # ’# /# u1

B
# @##u1

B
/ @### # B# $&

由定理 * 知#定理 C 成立.

""
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C" 稳定性
类似讨论差分格式的收敛性#可以得到差分格式!+," T!*C"式关于初值的稳定性.

定理 .%设 ,1B’#<
B
’ # #’#/###B# $- 是差分格式!+," ^!*C" 式的解# 设,‘1B’#‘<

B
’ ##’#/###

B# $- 也是差分格式!**" ^!*@" 式的解#记.uB’ @‘1
B
’K1

B
’#*u

B
’ @‘<

B
’K<

B
’#‘8

B
’ @-u

B
’K-

B
’## # ’# /## # B# $#

则当取 * # "
4

##充分小时#有 *4* ..uB.* H$"* .*uB.* H*4*" .!C.u
B.* # C

*
1$.BB#’*4* ..u#.* H

$"* .*u#.* H*4*" .!C.u
#.*" H#(

BK+

,@#
!$L,H+J*"(#其中 LBH+J* @*4*,B."-uBH+J*.* H! 4

$,"
H+
*$
"’!*-uBH+J*# " * H

!*-uBH+J*/ " *( HAK5
+B

’!*!-uC"
BH+J*
# " * H!*!-uC"

BH+J*
/ " *(- H4

*

*
’!*"-uBH+J*# " * H!*"-uBH+J*/ " *( H*4**(

/K+

’@+
!"-uBH+J*’ " * H

"*!"!-uC"
BH+J*
’ " *&直接应用定理 *#即可得到定理 $.

/%数值试验

设 7B’ @1!C’#2B" K1
B
’#则.7.v @G9i##B#$

.1!C’#2B" K1
B
’.v&利用差分格式计算实例#表 + 给出了不同

步长时的最大误差及误差比#从计算结果可以看出#建立的差分格式在无穷范数下的收敛阶 #!#* H*$"# 也
更充分说明数值试验的解与理论分析结果吻合.

例
12H#(+1CK*1CC @K#(#+1

*2J72 CH#($1*2<&JC# # # C# !## E2E+#

1!C##" @#(+<&JC# # # C# !#
1C!##2" @1C!!#2" @## # # 2# +

{
&

该问题的精确解为 1!C#2" @#(+1* 2<&JC&

表 &!不同步长下的误差和收敛阶数

M7C*&!=]]&]J92> <&281]312<1]9:152>1]>7̂̂1]12:J:1PJ

!*##"
!C#2"

.7.v !*##"
.7!*#$#".v

.7v !*J*##".v

!*##"
!C#2"

.7.v !*##"
.7!*#$#".v

.7v !*J*##".v

! !
+##

# +
+#

" #(##* $$D $ ! !
+#

# +
+## ###

" *(##+ *B* V+# K" $

! !
+##

# +
*#

" #(### B+C C(DD* B ! !
*#

# +
+## ###

" +(*"+ @@$ V+# KB +"(D,@ $

! !
+##

# +
$#

" #(### +"C C(DD, * ! !
C#

# +
+## ###

" @(,*C #"* V+# K, +B(##+ +

! !
+##

# +
B#

" #(### #C, C(DDD B ! !
$#

# +
+## ###

" $(,B" B,B V+# KD +B(#@, #
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>7̂̂1]12:79’1K59:7&2J#*#+C#*D!""% +$"D Z+$,B.

HMJ5S?8G8?’(<(48!(AA868<>83>V8:8A56W5<G8>4(5<!(AADE(5<
F̂D74(5<EJ(4VY8D:7<<Q5D<=76B W5<=(4(5<E

;[=)ej75’92+#*# E=f/012+# E6[&23H17+

!+(()*++,+-W52*3/52’):# (+12*35:2;$’<34:’2=# 95$D’$8 *+##DB#.*’$5&
*(()*++,+-.3$345,761)52’+$# "’5$8:1 #03$ ;$’<34:’2=# 95$D’$8 *+##CB#.*’$5"

HCE467>4% W:H&A’181’̂727:1>7̂̂1]12<1J<01G1H9J1J:9F’7J01> &̂]:01727:79’AF&52>9]_P]&F’1G&̂<&2A
81<:7&2 >7̂̂5J7&2 1K59:7&2 H7:0 )15G922 F&52>9]_<&2>7:7&2.WP]7&]1J:7G9:1<&5’> F13&:F_5J723:01
>7J<]1:1121]3_929’_J7J.;7G5’:921&5J’_#:01527K5121JJ# <&281]312<1# 92> J:9F7’7:_&̂>7̂̂1]12<1J<01G1
H1]1929’_41>.U01<&281]312<1&]>1]&̂:01>7̂̂1]12<1J<01G172 G9i7G5G2&]GH9J#!#* H*$"&W2>
25G1]7<9’]1J5’:JH1]1<&2>5<:1> :&7’’5J:]9:1:01:01&]1:7<9’]1J5’:J&̂:01P]1J12:1> J<01G1.
I8B J56=E% <&281<:7&2 >7̂̂5J7&2 1K59:7&2& )15G922 F&52>9]_89’51& >7̂̂1]12<1J<01G1& P]7&]1J:7A
G9:1& <&281]312<1& J:9F7’7:_

!责任编辑%方惠敏"

@"


