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摘要:
  

基于变精度 α -模型构建知识结构是当前研究的热点之一。 根据阈值取值范围的不同拓展了三种基于模糊

技能多映射的变精度能力模型,
 

讨论了它们所构建的知识结构的性质,
 

并证明了由它们构建的知识结构族是一致

的。 在此基础上,提出基于模糊技能多映射构建知识结构的矩阵方法,
 

并通过实验验证了方法的可行性和有效性,
 

分析了模糊技能多映射中问题数、技能数对算法执行时间和空间的影响。
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Abstract:
 

Constructing
 

knowledge
 

structures
 

based
 

on
 

variable
 

precision
 

α -models
 

is
 

one
 

of
 

the
 

current
 

research
 

hotspots.
 

Three
 

types
 

of
 

variable
 

precision
 

competence
 

models
 

based
 

on
 

fuzzy
 

skill
 

multimaps
 

with
 

different
 

threshold
 

value
 

ranges
 

were
 

extended,
 

and
 

the
 

properties
 

of
 

the
 

knowledge
 

structures
 

con-
structed

 

by
 

the
 

models
 

were
 

discussed.
 

It
 

was
 

proved
 

that
 

the
 

knowledge
 

structure
 

families
 

constructed
 

were
 

consistent.
 

Based
 

on
 

this,
 

a
 

matrix
 

approach
 

for
 

constructing
 

knowledge
 

structures
 

based
 

on
 

fuzzy
 

skill
 

multimaps
 

was
 

proposed,
 

and
 

the
 

feasibility
 

and
 

effectiveness
 

of
 

the
 

method
 

were
 

verified
 

by
 

experi-
ments.

 

Furthermore,
 

how
 

the
 

numbers
 

of
 

problems
 

and
 

skills
 

in
 

fuzzy
 

skill
 

multimaps
 

affected
 

the
 

meth-
od′s

 

running
 

time
 

and
 

space
 

complexity
 

was
 

discussed.
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0　 引言

随着人工智能技术的快速发展及现代教育的需

要,
 

个性化学习及指导的相关研究已得到了广泛重

视。 其中知识 空 间 理 论 ( knowledge
 

space
 

theory,
 

KST) [ 1] 是数学心理学的重要分支,
 

旨在评估个体

对学习内容的掌握情况并进行学习指导。 该理论被

应用于数学、物理、化学、医学等学科 [ 2- 3] ,
 

且已在自

适应学习平台 ALEKS 上进行应用 [ 4] 。 近年来,
 

研

究者们在原 KST 的基础上发展出基于能力的知识

空间理论( competence
 

based
 

KST,
 

CbKST) [ 5] ,
 

以描

述和理解个体在特定知识领域的能力发展和知识获

取过程。 为方便,
 

本文后面的描述中将 CbKST 也

称为 KST。
在 KST 中,

 

构建知识结构是核心问题之一,
 

也

是进一步规划学习路径的前提和基础。 已有研究者

从不同的角度研究了知识结构的构建。 如李进金

等 [ 6] 通过知识基建立了知识空间和形式背景之间

的联系,
 

给出了构建知识结构的一种方法。 周银凤

等 [ 7] 运用形式概念分析的方法,
 

基于技能函数,
 

寻

找学习路径并进行技能评估。 Liu[ 8] 将粗糙集中的

上下近似算子与技能映射和技能多映射建立联系,
 

提出构建知识结构的方法。 Sun 等 [ 9] 在知识空间中

引入模糊集理论,
 

提出了基于模糊技能映射和模糊

技能多映射构建知识结构的理论。
在 KST 中由技能映射诱导知识结构有三种基

本模型,
 

即析取模型、合取模型和能力模型 [ 10] 。 直

接使用这些模型构建知识结构则条件过于宽松或苛

刻。 杨桃丽等 [ 11] 引入了技能包含度和能力包含度

的概念,
 

建立了构建知识结构的变精度 α -模型和

变精度 α -能力模型,
 

在一定程度上解决了构建条

件过于宽松或苛刻的问题,
 

但未对每个技能的熟练

程度进行刻画。 因此 Xu 等 [ 12] 提出模糊技能包含度

和模糊能力包含度的概念,
 

建立了基于模糊技能映

射的变精度 α -模型和基于模糊技能多映射的变精

度 α -能力模型。 但模型中的 α 阈值取值范围为

(0,1] ,
 

如果阈值取值范围不同,
 

模型应如何变化?
变化的模型诱导的知识结构族与原有模型诱导的知

识结构族有什么区别? 另外,
 

在文献[12]中未介绍

构建知识结构的具体算法。 基于这些问题,
 

本文讨

论了当阈值取值为两种不同区间时,
 

提出的三种基

于模糊技能多映射的变精度能力模型及它们之间的

联系,
 

最后给出基于模糊技能多映射构建知识结构

的矩阵算法,
 

并进行了实验验证。

1　 预备知识

对文中涉及的基本概念进行介绍。
定义 1[ 1] 　 设 Q 为非空有限问题集,

 

是由 Q
的子集构成的集族,

 

若 中至少包含 ∅ 和 Q ,
 

则

称 (Q, ) 为知识结构。 中的元素 K(K 为 Q 的子

集)称为知识状态。
设 (Q, ) 是一个知识结构,

 

若 ∀K i,K j ∈ ,
 

有 K i ∪ K j ∈ ,
 

则称 (Q, ) 为知识空间;
 

若

∀K i,K j ∈ ,
 

有 K i ∩ K j ∈ ,
 

则称 (Q, ) 为简

单闭包空间。 若 (Q, ) 既是知识空间又是简单闭

包空间,
 

则称 (Q, ) 为拟序空间。 ∪、 ∩ 是指分明

集中的并和交运算。
若 S 为一个非空有限技能集,

 

S 上的模糊集合

F(S) 为所有从 S 到区间 [0,1] 映射的集合,
 

即

F(S) = {T T:S → [0,1] } 。 为方便,
 

记 T:S → [0,

1] 为 T = {
T( s)
s

:s ∈ S} ∈ F(S),T( s) 表示技能 s 对

T 的隶属度。 对于某个技能 s ,
 

有 T( s) = 0 则忽略

0
s

。 基于 F(S) 的一些运算的定义 [ 9] 为

T1 = T2 ⇔T1( s) = T2( s) ,
 

∀s ∈ S;
T1 ⊆ T2 ⇔T1( s) ≤ T2( s) ,

 

∀s ∈ S;
(T1 ∪ T2 ) ( s) ⇔T1( s) ∨ T2( s) ,

 

∀s ∈ S;
(T1 ∩ T2 ) ( s) ⇔T1( s) ∧ T2( s) ,

 

∀s ∈ S。
定义 2[ 9] 　 三元组 (Q,S,μ) 为一个模糊技能

多映射,
 

Q 为非空有限问题集,
 

S 为非空有限技能

集,
 

μ 为由 Q 到 22F( S)
\ { ∅} 的映射。

模糊技能多映射有两种特殊的情形,
 

对应于模

糊技能多映射的析取模型和合取模型。 设 (Q,S,
μ) 为模糊技能多映射,

 

∀q ∈ Q ,
 

若每个 C ∈ μ( q)
是单 个 模 糊 技 能 构 成 的 集 合,

 

可 表 示 为 C =

{
τ q( s)

s
} ,

 

这里 τ q( s) 表示解决问题 q 要求技能 s 的

最低熟练程度,
 

则 (Q,S,μ) 对应于模糊技能多映

射的析取模型。 若 ∀q ∈ Q ,有 μ( q) = {C} ,
 

其中

C ∈ F(S) ,
 

则 (Q,S,μ) 对应于模糊技能多映射的

合取模型。 在合取模型下,
 

特别地,
 

可将 (Q,S,μ)
视为模糊技能映射。

注 1　 在文献[ 9] 中基于模糊技能映射定义了

F(S) 上的等价关系,
 

则基于模糊技能多映射 (Q,
S,μ) 定义 F(S) 上的等价关系如下。

设 (Q,S,μ) 为一模糊技能多映射,
 

且 s ∈ S,
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C q ∈ μ( q) ,
 

将 {C q( s) ∈ (0,1] :q ∈ Q} 中的所有

元素按数值大小排序后记为

{C s
1 ,C s

2 ,…,C s
i ,…,C s

n s
} ,

其中:
0 < C s

1 < C s
2 < … < C s

i … < C s
n s

≤ 1,

n s = {C q( s) ∈ (0,1] :q ∈ Q}
 

。

　 　 为方便,
 

定义
 

a s
i =

0,i = 0,
C s

i ,1 ≤ i ≤ n s。{
则对于任意 T ∈ F(S) ,称 T( s) 近似于 a s

i ,
 

当

且仅当满足下面两个条件,
1)

 

0 ≤ i ≤ n s - 1
 

且
 

T( s) ∈ [a s
i ,a

s
i + 1 ) ;

2)
 

i = n s
 且

 

T( s) ∈ [a s
n s

,1] 。

对于 T, T′ ∈ F(S),T 近似于 T′ ,
 

记为 T ~ T′,
 

当且仅当 ∀s ∈ S,T( s) 近似于 T′( s) ;
 

对于任意 T
∈ F(S) ,

 

所有与 T 近似的 T′ 构成的集合 {T′:T′ ~
T,T′ ∈ F(S)} ,

 

记为 [T] ,
 

而所有 [T] 构成的集合

{[T]:T ∈ F(S)} 记为 F(S) / ~ 。 F(S) / ~ 为有限

集。
定义 3[ 12] 　 设三元组 (Q,S,μ) 为模糊技能多

映射,
 

对 q ∈ Q, C q ∈ μ( q) , T ∈ F(S) ,
 

称

D(T / C q) =
{ s ∈ S 0 < C q( s) ≤ T( s) }

{ s ∈ S C q( s) > 0}
为问题 q 关于 C q 和 T 的模糊能力包含度,

 

记为

μT
C q

。

若 (Q,S,μ) 的所有能力构成的集合为

= {C q C q ∈ μ( q) ,q ∈ Q} ,
则 D(μ) = {μT

C q
C q ∈ ,T ∈ F(S) } ,称为模糊技能

多映射 (Q,S,μ) 的模糊能力包含度集。
注 2　 由于 F(S) / ~ 为有限集,

 

对于 [T] ∈

F(S) / ~ ,T1 ,T2 ∈ [T] ,
 

有 μT1
C q

= μT2
C q

,
 

则模糊技能

多映射 (Q,S,μ) 的模糊能力包含度集 D(μ) 也是

有限集。 因此可以将模糊能力包含度集表示为

D(μ) = {β1 ,β2 ,…,β i,β i + 1 ,…,βn} ,
 

其中 0 = β1 <
β2 < … < βn = 1。

关于模糊能力包含度有如下结论 [ 12] :
1)

 

如 ∃C ∈ ,
 

其中 { s ∈ S C( s) > 0} 为

偶数,
 

则 D(μ) 为奇数且 β n + 1
2

= 1
2

;
 

2)
 

如对于 ∀C ∈ , { s ∈ S C( s) > 0} 为

奇数,
 

则 D(μ) 为偶数且
1
2

∉ D(μ) ;
 

3) β i + βn - i + 1 = 1,i = 1,2,…,n 。
由于模糊技能映射可视为模糊技能多映射 (Q,

S,μ) 在合取模型下的特殊情况,
 

则定义 3 也适用

于模糊技能包含度的计算。 在后面的描述中都统一

称为模糊能力包含度。
定义 4[ 12] 　 设三元组 (Q,S,μ) 为一个模糊技能

多映射,
 

对于 α ∈ (0,1] ,T ∈ F(S) ,
 

称 Kα
T = { q ∈

Q ∃C q ∈ μ( q) :μT
C q

≥ α} 为由 T 通过模糊技能多

映射的变精度 α -能力模型诱导的知识状态。 而
α = {Kα

T T ∈ F(S) } 是由知识状态 Kα
T 构成的知识

结构。

2　 模糊技能多映射的变精度能力模型

由于基于模糊技能多映射的 α -变精度能力模

型中, α 的取值区间为 (0,1] ,
 

这里若取 α = 0,∀T ∈
F(S) ,Kα

T = K0
T = Q ,该模型无法构建知识结构。 那

么当 α 取 0 或 1 时,
 

如构建知识结构,
 

模型应如何

变化? 对知识结构有哪些影响? 本节分别对阈值取

值区间为 [0,1) 时的一种模型和取值区间为 (0,1)
时的两种模型进行定义,

 

并对这些变精度能力模型

诱导的知识结构的性质及各能力模型之间的联系进

行讨论。 为区别 α -变精度能力模型,将新构建的

模型分别称为基于模糊技能多映射的变精度 γ1 、
γ2 、γ3 -能力模型。

定义 5　 设 (Q,S,μ) 为一个模糊技能多映射,
 

对 q ∈ Q,C q ∈ μ( q) ,T ∈ F(S) ,μT
C q

是问题 q 关于

C q 和 T 的模糊能力包含度。 则当 γ1 ∈ [0,1) ,γ2 ∈
(0,1) ,γ3 ∈ (0,1) 时,

 

T 通过变精度 γ1 ,γ2 ,γ3 -能

力模型诱导的知识状态分别为

Lγ1
T = { q ∈ Q ∃C q ∈ μ( q) :μT

C q
> γ1 } , (1)

Hγ2
T = { q ∈ Q ∃C q ∈ μ( q) :μT

C q
> γ2 } , (2)

G γ3
T = { q ∈ Q ∃C q ∈ μ( q) :μT

C q
≥ γ3 } 。 (3)

　 　 定理 1　 设三元组 (Q,S,μ) 为一个模糊技能多

映射,
 

则
γ1 = {Lγ1

T T ∈ F(S) } ,
γ2 = {Hγ2

T T ∈ F(S) } ,
γ3 = {G γ3

T T ∈ F(S) } ,
均为知识结构,

 

其中: γ1 ∈ [0,1) ;γ2 ,γ3 ∈ (0,1) 。

证明 　 根据定义 5,
 

当 T = {
0
s

:s ∈ S} 时,
 

∀q ∈ Q,μT
C q

= 0,
 

则对任意的 γ1 ∈ [0,1) ,γ2 ,γ3 ∈

(0,1) ,
 

有 Lγ1
T = Hγ2

T = G γ3
T = ∅ 。

当 T = {
1
s

:s ∈ S} 时,
 

∀q ∈ Q,μT
C q

= 1,
 

则对任

意的 γ1 ∈ [0,1) ,γ2 ,γ3 ∈ (0,1) ,
 

有 Lγ1
T = Hγ2

T = G γ3
T

08
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= Q 。 因此,
 γ1 , γ2 , γ3 均为知识结构。

若 (Q,S,μ) 为一个模糊技能多映射,
 

D(μ) =
{β1 ,…,βn} ,0 = β1 < … < βn = 1,

 

为模糊能力包含

度集,
 

则在变精度 α -能力模型中,
 

对任意的 α ∈

(β i,β i + 1 ] ,1 ≤ i ≤ (n - 1)
 

有 α = β i + 1 。 因此可以

通过选取 β2 ~ βn 不同包含度值作为阈值去构建不

同的知识结构。 这在文献[12]中已有说明。
类似地,

 

对于变精度 γ1 ,γ2 ,γ3 -能力模型有定

理 2。
定理 2　 设 (Q,S,μ) 为一个模糊技能多映射,

 

D(μ) = {β1 ,…,β i,β i + 1 , …,βn} 为模糊能力包含度

集,
 

则结论 1) ~ 3)成立:
1)

 

当 γ1 ∈ [β i,β i + 1 ) ,1 ≤ i ≤ (n - 1) 时,
 

有
γ1 = β i ;

2)
 

当 γ2 ∈ [β i,β i + 1 ) ,2 ≤ i ≤ (n - 1) 时,
 

有
γ2 = β i ;

3)
 

当 γ3 ∈ (β i,β i + 1 ] ,1 ≤ i ≤ (n - 2) 时,
 

有
γ3 = β i + 1 。

证明 　 1)
 

当 γ1 ∈ [β i,β i + 1 ) ,1 ≤ i ≤ (n - 1)
时,

 

∀T ∈ F(S) 有

Lγ1
T ⊆ Lβ i

T = { q ∈ Q ∃C q ∈ μ( q) :μT
C q

> β i} 。
　 　 而 β i 和 β i + 1 之间没有其他包含度值,

 

则

Lγ1
T = Lβ i

T ,

　 　 因此
γ1 = β i 。

用 1)的方法易证 2)和 3)成立。
注 3　 由于取值的特殊性,

 

定理 2 的 2)中未考

虑 γ2 ∈ (β1 ,β2 ) 的情况,
 

定理 2 的 3)中未考虑 γ3 ∈
(βn - 1 ,βn) 的情况。 当 γ2 ∈ (β1 ,β2 ) 时,

 

由模糊技

能子集 T 通过模糊技能多映射的 γ2 -能力模型诱导

的知识状态记为 Hγ1
2

T ,
 

对应的知识结构记为
γ1

2 。
当 γ3 ∈ (βn - 1 ,βn) 时,

 

由模糊技能子集 T 通过模糊

技能多映射的 γ3 -能力模型诱导的知识状态记为

G γ n
3

T ,
 

对应的知识结构记为
γ n

3 。
定理 3　 设 (Q,S,μ) 为一个模糊技能多映射,

 

D(μ) = {β1 ,β2 ,…,β i,β i + 1 ,…,βn} 为模糊能力包含

度集,
 

则有

1)
 β i + 1 = β i,1 ≤ i ≤ (n - 1) ,

2)
 β i = β i,2 ≤ i ≤ (n - 1) ,

3)
 β i = β i + 1 ,1 ≤ i ≤ (n - 2) 。

证明 　 1)
 

∀q ∈ Q, T ∈ F(S) ,
 

当 1≤i≤(n-
1) ,

 

由定义 4,
 

有

K β i + 1
T = { q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :μT

C q
≥ β i + 1 } ,

由于 β i 与 β i + 1 之间没有其他能力包含度值,
 

则

K β i + 1
T = { q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :μT

C q
> β i} 。

　 　 由定义 5,
 

有

Lβ i
T = { q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :μT

C q
> β i} = K β i + 1

T ,

又由 K β i + 1
T ∈ β i + 1 ,Lβ i

T ∈ β i ,因此, β i + 1 = β i,1 ≤
i ≤ (n - 1) 。

用类似的方法也可以证明 2)和 3)成立。
注 4　 由注 2,

 

当 γ2 ∈ (β1 ,β2 ) 时,
 

由于 β1 与

β2 之间没有其他包含度值,
 

∀T ∈ F(S) ,
 

有

Hγ1
2

T = { q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :μT
C q

> γ1
2 } =

{ q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :μT
C q

> β1 } = Lβ1
T ,

因此, β1 = γ1
2 。

当 γ3 ∈ (βn - 1 ,βn) 时,
 

由于 βn - 1 与 βn 之间没有

其他包含度值,
 

∀T ∈ F(S) ,
 

有

G γ n
3

T = { q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :μT
C q

≥ γn
3 } =

{ q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :μT
C q

> βn - 1 } = Lβn - 1
T ,

因此, βn - 1 = γ n
3 。

将基于模糊技能多映射的变精度 α -能力模型

和变精度 γ1 ,γ2 ,γ3 -能力模型构建的知识结构族分

别记为

KK α = { α α ∈ (0,1]},KK γ1
= { γ1 γ1 ∈ [0,1)},

KK γ2
= { γ2 γ2 ∈ (0,1)},KK γ3

= { γ3 γ3 ∈ (0,1)}。

由定理 2 及注 3,
 

可将 KK α,KK γ1
,KK γ2

,KK γ3
分别记为

KK α = { β2 ,…, β i+ 1 ,…, βn} ,

KK γ1
= { β1 ,…, β i,…, βn - 1 } ,

KK γ2
= { γ1

2 , β2 ,…, β i,…, βn - 1 } ,

KK γ3
= { β2 ,…, β i+ 1 ,…, βn - 1 , γ n

3 } ,

其中: γ1
2 ∈ (β1 ,β2 ) ;γn

3 ∈ (βn - 1 ,βn) 。
定理 4　 设三元组 (Q,S,μ) 为一个模糊技能多

映射,
 

基于模糊技能多映射的变精度 α -能力模型

和变精度 γ1 ,γ2 ,γ3 -能力模型构建的知识结构族分

别为:
 

KK α,KK γ1
,KK γ2

,KK γ3
,

 

则有

KK α = KK γ1
= KK γ2

= KK γ3
。

易证定理 4 成立。
由于模糊技能映射可以看作是模糊技能多映射

在合取模型下的特殊情况。 在文献 [ 12] 中已证明

当 α ∈ (0,β2 ] 时,模糊技能映射通过变精度 α -模

型诱导的是知识空间,
 

而当 α ∈ (βn - 1 ,1] 时,
 

模糊

技能映射通过变精度 α -模型诱导的是简单闭包空

间。 模糊技能多映射在合取模型下通过变精度能力
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模型诱导知识结构也有类似的结论。
定理 5 　 设三元组 (Q,S,μ) 为模糊技能多映

射。 其中 ∀q ∈ Q ,有 μ( q) = {C} ,C ∈ F(S) 。
D(μ) = {β1 ,β2 ,…,βn} 为模糊能力包含度集,

 

其中

0 = β1 < β2 < … < βn = 1, α 为模糊技能多映射 μ
通过变精度 α -模型诱导的知识结构,

 

则有

1)
 

当 α ∈ (0,β2 ] 时,
 α 是一个知识空间;

2)
 

当 α ∈ ( β n - 1 ,1] 时,
 α 是一个简单闭包

空间。
该定理的证明与文献[12]类似,

 

故不列出。
对于模糊技能多映射在合取模型下通过变精度

γ1 ,γ2 ,γ3 -能力模型诱导知识结构也有如下推论。
推论 1 　 设三元组 (Q,S,μ) 为模糊技能多映

射,
 

其中 ∀q ∈ Q , 有 μ( q) = {C} ,C ⊆ F(S) 。
D(μ) = {β1 ,β2 ,…,βn} ,0 = β1 < β2 <… < βn = 1 为

能力包含度集,
 γ1 为模糊技能多映射 μ 通过变精度

γ1 -能力模型诱导的知识结构,
 γ2 为模糊技能多映

射 μ 通过变精度 γ2 -能力模型诱导的知识结构,
 γ3

为模糊技能多映射 μ 通过变精度 γ3 -能力模型诱导

的知识结构,
 

则有

1)
 

当 γ1 ∈ [0,β2 ) ,γ2 ∈ (0,β2 ) ,γ3 ∈ (0,β2 ]

时,
 γ1 , γ2 , γ3 均为知识空间;

2 )
 

当 γ1 ∈ [βn - 1 ,1) ,γ2 ∈ [βn - 1 ,1) ,γ3 ∈

(βn - 1 ,1) 时,
 γ1 , γ2 , γ3 均为简单闭包空间。

易证推论 1 成立。
∀T ∈ F(S) , C ∈ , 是模糊技能多映射 (Q,

S,μ) 中所有能力的集合。 D(T / C) 是关于 T 和 C 的

模糊技能包含度。 沿用文献[12]中记

D- (T / C) = 1 - D(T / C) =
{ s ∈ S C( s) > T( s) }

{ s ∈ S C( s) > 0}
,

则

D- (μ) = {D- (T / C) C ∈ ,T ∈ F(S) } =
{1 - D(T / C) C ∈ ,T ∈ F(S) } ,
因为 D(μ) = {D(T / C) C ∈ ,T ∈ F(S) } = {β1 ,
β2 ,…,βn} ,

且 β i + βn - i + 1 = 1,i = 1,2,…,n ,
 

因此

D- (μ) = D(μ) 。
　 　 注 5　 在文献[ 12]中,

 

基于模糊技能多映射 μ
的变精度 α -能力模型定义

K- α
T = { q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :D- (T / C) ≥ α} 。

　 　 当 T = {
0
s

:s ∈ S} 时,
 

K- α
T = Q ;

 

当 T = {
1
s

:s ∈

S} 时,
 

K- α
T = ∅ ;

 

则
- α = {K- α

T T ∈ F(S) } 是知识结

构。 类似地,
 

基于模糊技能多映射 (Q,S,μ) 的变

精度 γ1 ,γ2 ,γ3 -能力模型可分别定义

L- γ1
T = { q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :D- (T / C) > γ1 } ,

H- γ2
T = { q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :D- (T / C) > γ2 } ,

G- γ3
T = { q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :D- (T / C) ≥ γ3 } 。

　 　 易证 - γ1 = {L- γ1
T T ∈ F(S) } , - γ2 = {H- γ2

T T ∈

F(S) } , - γ3 = {G- γ3
T T ∈ F(S) }

 

均为知识结构。
由于对模糊技能多映射 (Q,S,μ) ,

 

若 ∀q ∈
Q, 有 μ( q) = {C} ,C ∈ F(S) 。 模糊能力包含度集

为 D(μ) = {β1 ,β2 ,…,βn} ,
 

0 = β1 <… < βn = 1,
 

则

对于变精度 α -能力模型有如下结论 [ 12] ,
- βn - i + 1 与 α 互为对偶,

 

其中 α ∈ (β i,β i + 1 ] ,

1 ≤ i ≤ (n - 1) 。 特别地,
 

当 α ∈ (β1 ,β2 ] 时,
 - βn

= - 1 与 α 互为对偶;
 

当 α ∈ (βn - 1 ,βn] 时,
 - β2 与

α 互为对偶。
则对于模糊变精度 γ1 ,γ2 ,γ3 -能力模型也有如

下推论。
推论 2　 设 (Q,S,μ) 为模糊技能多映射,

 

其中

∀q ∈ Q ,
 

有 μ(q) = {C},C ∈ F(S)。 D(μ) = {β1,β2,
…,βn} 为模糊能力包含度集,

 

0 = β1 < β2 < … <
βn = 1,则有

1)
 - β i = {L- β i

T T∈ F(S) } 与
βn - i 互为对偶, 1 ≤

i ≤ (n - 1) 。 特别地,
 - β1 与

βn - 1 互为对偶;
 - βn - 1 与

β1 互为对偶。

2)
 

- β i = {H- β i
T T ∈ F(S) } 与

βn - i 互为对偶,
 

2 ≤ i≤ (n - 2) 。 另外,
 

- γ1
2 与

βn - 1 互为对偶;
 

- βn - 1

与
γ1

2 互为对偶, γ1
2 ∈ (β1 ,β2 ) 。

3)
 

- β i = {G- β i
T T ∈ F(S) } 与

βn - i + 2 互为对偶,
 

其

中 3 ≤ i ≤ (n - 1) 。 另外,
 

- γ n
3 与

β2 互为对偶;
 

- β2

与
γ n

3 互为对偶,
 

γn
3 ∈ (βn - 1 ,βn) 。

证明 　 1 )
 

由注 5 知, L- β i
T = { q ∈ Q ∃C ∈

μ( q) :D- (T / C) > β i} ,
 

则 L- β i
T 的对偶知识状态为

Q \L- β i
T = Q \ { q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :D- (T / C) > β i} =

{ q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :D(T / C) ≥ 1 - β i} 。
由于模糊能力包含度集 D(μ) = {β1 ,β2 ,…,βn}

中,
 

β i + βn - i + 1 = 1,i = 1,2,…,n, 则 1 - β i = βn - i + 1 。

Q \L- β i
T = { q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :D(T / C) ≥ βn - i + 1 } =

{ q ∈ Q ∃C ∈ μ( q) :D(T / C) > βn - i} = Lβn - i
T 。

则 - β i 与
βn - i 互为对偶, 1 ≤ i ≤ (n - 1) 。 特

别地,
 

当 i = 1 时,
 - β1 与

βn - 1 互为对偶;
 

当 i = (n -

28
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1) 时,
 - βn - 1 与

β1 互为对偶。

2)
 

当 2 ≤ i ≤ (n - 2) 时,
 

- β i 与
βn - i 互为对偶

的证明与 1)类似。 而当 γ2 = γ1
2 ∈ (β1 ,β2 ) 时,

 

由于

β1 和 β2 之间没有其他的能力包含度,
 

因此用 1)中

的方法易证 - γ1
2 与

βn - 1 互为对偶。
3)

 

的证明与 1) 、2)类似,不再赘述。

3　 构建知识结构的矩阵方法

本节提出由前述四种基于模糊技能多映射的变

精度能力模型构建知识结构的矩阵方法。 前面已证

四种模型构建的知识结构族均等同,
 

因此本节以基

于模糊技能多映射的变精度 γ1 -能力模型为例进行

说明。
记号 1　 为方便表示求解过程,

 

将注 1 中所述

F(S) / ~ 的各等价类标记为 [T l] ,
 

对于各等价类

中包含的不同技能隶属度区间标记为 U ij ,
 

其中:

l = 1,2, …,k,k = ∏
s i∈S

(n s i
+ 1) ,i = 1,2, …,t,t =

S ,j = 1,2, …,n s i
+ 1,s i ∈ S,n s i

= {C q( s i) ∈

(0,1] :q ∈ Q} 。
例 1　 (Q,S,μ) 为模糊技能多映射,

 

其中:
Q = { q1 ,q2 ,q3 ,q4 } ,

 

S = { s1 ,s2 ,s3 } ,

μ( q1 ) = { {
0. 7
s1

,
0. 8
s2

} ,{
0. 9
s1

,
0. 6
s3

} } ,

μ( q2 ) = { {
0. 7
s3

} ,{
0. 7
s1

,
0. 6
s3

} } ,

μ( q3 ) = { {
0. 9
s1

} ,{
0. 8
s2

} } ,
 

μ( q4 ) = {
0. 8
s2

} 。

　 　 所有问题对应的能力中技能 s1 的非 0 隶属度值

有 0. 7、0. 9,
 

因此将 [0,0. 7) ,[0. 7,0. 9) ,[0. 9,1]
三个区间分别记为 U11 ,U12 ,U13 。 类似地,

 

将技能 s2

的隶属度区间 [0,0. 8) , [0. 8,1] 分别记为 U21 ,
U22 ;

 

将技能 s3 的隶属度区间 [0,0. 6) ,[0. 6,0. 7) ,
[0. 7,1] 分别记为 U31 ,U32 ,U33 。 取各技能的一个

区间进行组合可得 [T l] , l = 1,2, …,18。 可将

[T l] 与各技能隶属度区间的对应关系用向量表示。
记号 2　 设 (Q,S,μ) 为模糊技能多映射,

 

C ∈
μ( q) ,[T l] ∈ F(S) / ~ ,

 

则由 [T l] 与技能隶属值

区间 U ij 的关系用列向量表示,
 

记为

λT l
= (u l

11 ,…,u l
ij,…,u l

t( n s t
+ 1) ) ′,

　 　 其中:

u l
ij =

1,T′ l( s i) ∈ U ij,T′ l ∈ [T l] ,

0,T′ l( s i) ∉ U ij,T′ l ∈ [T l] 。{

　 　 所有 [T l] 对应的列向量 λT l
构成的矩阵记为

P = (λT1
,…,λT l

,…,λT k
) 。

例 2　 以例 1 中的模糊技能多映射计算得到的

[T l] 和各技能隶属度区间,
 

可以生成矩阵 P ,即

P =

1　 1　 1　 1　 1　 1　 0　 0　 0　 0　 0　 0　 0　 0　 0　 0　 0　 0　
0　 0　 0　 0　 0　 0　 1　 1　 1　 1　 1　 1　 0　 0　 0　 0　 0　 0　
0　 0　 0　 0　 0　 0　 0　 0　 0　 0　 0　 0　 1　 1　 1　 1　 1　 1　
1　 1　 1　 0　 0　 0　 1　 1　 1　 0　 0　 0　 1　 1　 1　 0　 0　 0　
0　 0　 0　 1　 1　 1　 0　 0　 0　 1　 1　 1　 0　 0　 0　 1　 1　 1　
1　 0　 0　 1　 0　 0　 1　 0　 0　 1　 0　 0　 1　 0　 0　 1　 0　 0　
0　 1　 0　 0　 1　 0　 0　 1　 0　 0　 1　 0　 0　 1　 0　 0　 1　 0　
0　 0　 1　 0　 0　 1　 0　 0　 1　 0　 0　 1　 0　 0　 1　 0　 0　 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

。

　 　 记号 3　 沿 (Q,S,μ) 为模糊技能多映射,
 

C ∈
μ( q) 。 模糊技能多映射 (Q,S,μ) 可以分解为一些

模糊技能映射,
 

记为 (Q,S,τh) ,
 

h = 1,…,p ,其中

p = ∏
q∈Q

μ( q) ,
 

且 ∀q ∈ Q ,有 τh( q) ∈ μ( q) 。

设 q x ∈ Q,x = 1,…,n,n = Q
 

,将 τh( q x) 简记为

τ q x
h 。 用行向量的方式表示 τ q x

h ,
 

记为 ω h
x = (w hx

11 ,…,
w hx

ij ,…,w hx
t( n s t

+ 1) ) , 其中:

w hx
ij =

1,τ q x
h ( s i) ≤ m,m ∈ U ij,

0,τ q x
h ( s i) > m,m ∈ U ij。

{
　 　 τ q x

h ( s i) 表示能力 τ q x
h 中的技能 s i 的隶属度值。

则所有 q x 对应的行向量构成的矩阵记为

M h =

ωh
1

︙

ωh
x

︙
ωh

n

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

。

　 　 例 3　 沿用例 1 的技能多映射,
 

(Q,S,μ) 可分解

为 8 个模糊技能映射。 其中 τ1(q1 ) = {{
0. 7
s1

,
0. 8
s2

}},

τ1(q2 ) = {{
0. 7
s3

}},τ1(q3 ) = {{
0. 9
s1

}},τ1(q4 ) =

{ {
0. 8
s2

} } ,
 

则可将 τ1 表示为矩阵

M1 =

0 1 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,

矩阵各行对应为 q1 ~ q4 ,
 

矩阵各列对应为区间 U11 ,
U12 ,U13 ,U21 ,U22 ,U23 ,U31 ,U32 ,U33 。

定理 6 　 设 (Q,S,τh) 为模糊技能映射,
 

且

∀q x ∈ Q ,
 

有 τ q x
h = C q x

,
 

C q x
∈ F(S) ,则在 τh 下问
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题 q x 关于 [T l] 的模糊能力包含度为

μT l
hC qx

=
ωh

x λT l

C q x

。

　 　 证明 　 根据 ω h
x 和 λT l

所表示向量的意义,
 

易证

ω h
x λT l

= { s ∈ S 0 < C q x
( s) ≤ T l( s) } 。

推论 3　 由定理 6,
 

对于模糊技能映射 τh 关于

[T l] 的能力包含度矩阵为

Dh =

1
C q1

… 0 … 0

︙ ⋱ ︙ ⋱ ︙

0 …
1
C q x

… 0

︙ ⋱ ︙ ⋱ ︙

0 … 0 …
1
C qn

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

M hP =

(μT l
hC qx

) 。

例 4　 应用例 2、例 3 的计算结果,
 

计算模糊技

能映射 τ1 关于 [T l] 的模糊能力包含度矩阵为

D1 =

1
2

0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

M1P,

其中: P 和 M1 分别与例 2 和例 3 中的一致。
计算得

D1 =

0 0 0
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1 1 1
1
2

1
2

1
2

1 1 1

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

。

　 　 记号 4 　 计算所有的 Dh ,
 

将各矩阵中对应的

μ T l
hC qx

取最大值作为最终的关于 μ 的模糊能力包含度

矩阵,
 

记为 D = max(μT l
hC qx

h = 1,2,…,p) 。

D 中每列对应的是在 μ 上 [T l] 关于 Q 中所有

问题的模糊能力包含度,
 

将每个模糊能力包含度值

与模型阈值 γ 1 比较,
 

就能获取 [Tl] 通过变精度 γ 1 -
能力模型诱导的知识状态。

定义 6　 设 (Q,S,μ) 为模糊技能多映射,
 

D =

(μT l
C qx

) 为基于 μ 的模糊能力包含度矩阵,
 

称 Bγ1 =

( b xl) 为模糊技能多映射 μ 通过变精度 γ1-能力模型

构建知识结构的余矩阵,
 

其中

b xl =
1,

 

μT l
C qx

> γ1 ,

0,
 

μT l
C qx

≤ γ1 。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 将余矩阵 Bγ1 中相同的列保留其一,
 

其余删去,
 

得到约简后的余矩阵 Bγ′1 ,
 

即可由 Bγ′1 构建知识结

构。 根据 D 中所有能力包含度值,
 

可构建能力包含

度集 D(μ) = {β 1 ,β 2 ,…,β n} ,
 

分别计算 γ 1 不同取

值时的知识结构,
 

即可得基于模糊技能多映射的通

过变精度 γ 1 -能力模型构建的知识结构族。
下面给出由变精度 γ 1 -能力模型构建知识结构

族的算法。
算法 1　 基于模糊技能多映射 (Q,S,μ) 通过

变精度 γ 1 -能力模型构建知识结构族。
输入:模糊技能多映射 (Q,S,μ) 。
输出:知识结构族 KK γ1

。

1)
 

对 (Q,S,μ) 中各技能对应隶属度值进行排

序并得到各技能 s i 所对应的区间 U ij ;
2)

 

计算所有 [T l] 和 U ij 的对应关系矩阵 P ;
3)

 

将 (Q,S,μ) 分解为 p 个模糊技能映射 τ h

 ( h = 1,2,…,p) ,
 

分别计算对应的矩阵 M h ;
4)

 

分别计算 p 个模糊技能映射 τ h 的模糊能力

包含度矩阵 D h ,
 

并求得关于 μ 的模糊能力包含度

矩阵 D ,
 

计算模糊能力包含度集 D(μ) ;
5)

 

从 D(μ) 中取值 γ 1d
 ( d = 1,…, D(μ) ) ,

 

计算余矩阵 Bγ1d ;

6)
 

将 Bγ1d 中相同的列仅保留其一,
 

其余删去,
 

则得到约简后的余矩阵 Bγ′1d ;

7)
 

将 Bγ′1d 中的各列转化为 Q 的子集表示,
 

得

到知识结构
γ1d ;

8)
 

遍历 D(μ) 中各包含度值,
 

重复步骤 5) ~
7) ,

 

求得知识结构族 KK γ1
。

算法 1 中,
 

步骤 1) 需遍历各 μ( q) 中的能力,
 

并 对 技 能 隶 属 度 值 进 行 排 序,
 

记 nC =

∑
q∈Q

μ( q) 为 (Q,S,μ) 所有能力数,
 

因此最大时

间复杂度为 O( (nC ) 2 · S ) ,
 

最大空间复杂度为

O(nC · S ) 。 步骤 2) 中需生成 P 矩阵,
 

但每列

仅对每个技能对应区间中的一个设置“ 1” ,
 

而矩阵

的列数为 n k = F(S) / ~ = ∏
s∈S

(n s + 1) ,n s =

{C q( s) ∈ (0,1) :q ∈ Q} ,
 

所以最大时间复杂

度和最大空间复杂度均为 O( S ·n k) 。 步骤 3)

中,
 

由于 M h,h = 1,…,nM ,nM = ∏
q∈Q

μ( q) ,M h 的
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行数为问题数 Q ,
 

列数为区间数 nU = ∑
s∈S

(n s +

1) ,
 

所以最大时间复杂度与最大空间复杂度均为

O( Q ·nU·nM ) 。 步骤 4)中,
 

使用推论 3 进行计

算,
 

最大时间复杂度为 O( Q ·nU ·n k) ,
 

最大空

间复杂度为 O(nU ·n k) 。 步骤 5) ~ 7) 的最大时间

复杂度为 O(n k·max( Q ,log
 

n k) ) ,
 

最大空间复

杂度是 O( Q ·n k) 。 综上分析,
 

算法 1 的最大时

间复杂度为 O( Q ·nU·n k) ,
 

最大空间复杂度为

O( Q ·nU·nM ) 或 O(nU·n k) 。 易见算法的效率

与 Q 、nU 、n k、nM 等有较大关系。
下面例 5 中沿用例 4 的结果说明算法 1 中步骤

4) ~ 8)的过程。
例 5 　 分别计算 8 个模糊技能映射 τ h(h = 1,

2,…,8) 的模糊能力包含度矩阵 Dh ,
 

并通过求解

各 Dh 中对应位置的最大值,
 

求得关于 μ 的模糊能

力包含度矩阵 D 。 求得的本例中的 D 矩阵为

D =

0
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1 1 1
1
2

1 1 1 1 1

0
1
2

1 0
1
2

1
1
2

1 1
1
2

1 1
1
2

1 1
1
2

1 1

0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,

则 D(μ) = {0,
1
2

,1} 。

当 γ1 ∈ [0,
1
2

) ,
 

计算余矩阵 Bγ11 ,
 

并对 Bγ11

中相同的列保留其一,
 

其余删去,
 

得到 Bγ′11 ,
 

Bγ11 =

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,

Bγ′11 =

0　 1　 1　 1　 1
0　 1　 0　 1　 1
0　 0　 1　 1　 1
0　 0　 1　 0　 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

。

　 　 同样地,
 

当 γ1 ∈ [
1
2

,1) ,
 

可计算得到 Bγ′12 。

分别将 Bγ′11 和 Bγ′12 的每一列转换为 Q 的子集表示,
 

得到知识结构
γ11 和

γ12 ,即
γ11 = { ∅,{ q1 ,q2 } ,{ q1 ,q2 ,q3 } ,{ q1 ,q3 ,q4 } ,Q} ;

γ12 = { ∅,{ q2 } ,{ q3 } ,{ q3 ,q4 } ,{ q1 ,q2 ,q3 } ,

{ q1 ,q3 ,q4 } ,{ q2 ,q3 ,q4 } ,Q} ,

则得到知识结构族 KK γ1
= { γ11 , γ12 } 。

4　 实验结果及分析

为验证算法 1 的有效性,
 

选取和处理数据集数

据,
 

构造了 9 个模糊技能多映射进行实验分析。 实

验的硬件环境为 Intel ( R )
 

Core ( TM )
 

i5-1035G1
 

CPU 和 8
 

GB 内存,
 

软件环境为 Windows
 

10、64 位

操作系统,Matlab( R2023b) 。
4. 1　 实验数据

从 UCI( https:∥archive. ics. uci. edu / datasets)数

据库中选取 Chemical
 

Composition
 

of
 

Ceramic
 

Sam-
ples、 Wine

 

Quality 和 national
 

health
 

and
 

nutrition
 

health
 

survey
 

2013—2014
 

( NHANES)
 

age
 

prediction
 

subset
 

3 个数据集,
 

将数据集中的对象视为问题,
 

将属性视为技能,
 

对其中的数据进行离散化、归一

化等处理,
 

生成 9 个新数据集,
 

并在此基础上构造

9 个模糊技能多映射,
 

分别记为 (Q i,S i,μ i) ,i =
1 ~ 9,

 

如 表 1 所 示, 其 中: Q i 表 示 问 题 数;
 

S i 表示技能数;
 ∑
q x∈Q i

μ i( q x) 表示 μ i( q x) 中所

含能力数。
4. 2　 实验结果

根据算法 1,
 

可求解出模糊技能多映射的能力

包含度集和知识结构。 表 1 中 F(S) / ~ 为对

模糊集 F(S) 等价划分后等价类的个数,
 

即 [T] 的

个数;
 

D(μ) 为模糊能力包含度集的能力包含度

值个数;
 

KK 为诱导的知识结构个数。

表 1　 不同模糊技能多映射的能力包含度和知识结构

Table
 

1　 Competence
 

inclusion
 

and
 

knowledge
 

structure
 

of
 

different
 

fuzzy
 

skill
 

multimaps

序
号

(Q i,S i,μ i) Q i S i

∑
qx

μ i( q x)

F( S) /

~
D( μ i) KK

1 (Q 1,S1,μ1) 6 8 9 5
 

832 9 8
2 (Q 2,S2,μ2) 6 5 10 960 5 4
3 (Q 3,S3,μ3) 9 4 11 192 5 4
4 (Q 4,S4,μ4) 6 6 9 288 7 6
5 (Q 5,S5,μ5) 6 7 9 288 7 6
6 (Q 6,S6,μ6) 6 4 11 240 5 4
7 (Q 7,S7,μ7) 7 4 8 90 5 4
8 (Q 8,S8,μ8) 8 4 14 400 5 4
9 (Q 9,S9,μ9) 10 4 17 336 3 2

　 　 在实验中对算法的运行时间和所占用存储空间

进行记录,
 

对多次运行得到的时间值和占用存储量

进行平均,
 

得到表 2 的结果。 这里存储空间占用主

要以 Matlab 中工作空间存储量作为依据。 由表 2
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可以得出,当技能多映射产生的 F(S) / ~ 数值

较大,
 

则运算量也会增大,
 

且存储量也大幅提高,
 

如 (Q1 ,S1 ,μ1 ) 。 F(S) / ~ 的大小与模糊技能

多映射中各技能所具有的模糊值多少有关,
 

模糊值

越多,
 

划分的等价类就越多,
 

算法需要占用的存储

空间就越大。

表 2　 算法运行时间和所占用存储空间大小

Table
 

2　 Time
 

taken
 

and
 

storage
 

space
 

occupied
 

to
 

run
 

the
 

algorithm

序号 (Q i,S i,μ i)
运行时间 /

ms
存储空间占用 /

GB
1 (Q1 ,S1 ,μ1 ) 115. 96 2. 3
2 (Q2 ,S2 ,μ2 ) 51. 59 0. 6
3 (Q3 ,S3 ,μ3 ) 80. 26 0. 1
4 (Q4 ,S4 ,μ4 ) 50. 29 0. 2
5 (Q5 ,S5 ,μ5 ) 51. 73 0. 2
6 (Q6 ,S6 ,μ6 ) 39. 30 0. 3
7 (Q7 ,S7 ,μ7 ) 41. 58 0. 1
8 (Q8 ,S8 ,μ8 ) 79. 05 0. 6
9 (Q9 ,S9 ,μ9 ) 87. 96 1. 6

　 　 为了进一步考查问题与技能个数与算法运行时

间和空间的关系,
 

分别将以下两种情况用折线图进

行表示。
1)

 

选取问题个数相同,
 

但技能数不同的第 1、
2、4、5、6 模糊技能多映射,

 

考查技能数对运行时间

和存储空间的影响,
 

见图 1。
2)

 

选取技能个数相同,
 

但问题数不同的第 3、
6、7、8、9 模糊技能多映射,

 

考查问题数对运行时间

和存储空间的影响,
 

见图 2。

图 1　 技能数与运行时间和存储空间的关系

Figure
 

1　 The
 

relationship
 

between
 

the
 

number
 

of
 

skills,
 

time
 

taken,
 

and
 

storage
 

space
 

occupied

从图 1 和图 2 中可以看到,
 

当问题数不变而技

能数增加或技能数不变而问题数增加时,
 

运行时间

是会随着增加的,
 

但运行所需存储容量不一定增

加。 运行时间的增加一般较缓和,
 

这体现了算法在

图 2　 问题数与运行时间和存储空间的关系

Figure
 

2　 The
 

relationship
 

between
 

the
 

number
 

of
 

items,
 

time
 

taken,
 

and
 

storage
 

space
 

occupied

时间上是效率较优的,
 

但也看到,
 

当模糊技能多映

射中各技能包含的模糊值越多,
 

划分的等价类越

多,
 

运行所需存储容量就可能大幅增加并带来运行

时内存溢出的问题。

5　 结语

本文在模糊技能多映射的变精度 α -能力模型

的基础上,
 

研究了阈值取值范围为 [0,1) 和 (0,1)
时的模型变化,

 

提出三种基于模糊技能多映射的变

精度能力模型,
 

即模糊变精度 γ1 ,γ2 ,γ3 -能力模型,
 

并讨论了这三种模型构建知识结构的性质,
 

证明了

四种变精度模糊能力模型构建的知识结构族是一致

的。 在此基础上以变精度 γ1 -能力模型为例提出构

建知识结构的矩阵算法,
 

分析了算法的时空复杂

度。 最后通过实验验证了算法的可行性和有效性。
该算法也适用于其他三个模型。 矩阵算法的提出能

促进基于模糊技能多映射的能力模型构建知识结构

方法的实际应用,
 

但也应看到,
 

对于实际应用中较

复杂的问题集,
 

如解决问题的能力中技能的熟练程

度要求较多,
 

可能带来计算量骤增的情况,
 

这对计

算机的运算速度和存储容量提出较高要求。 因此,
面向大规模数据的知识结构构建和分析是今后研究

的一个方向。
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