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摘要:
 

前概念,作为形式概念“弱化”的知识表达形式,常用来提取对象共有的属性与属性所共有的对象这两类知

识。 区间集概念格是将区间集理论与形式概念相结合后产生的,利用区间集能够反映不确定信息的特性把形式概

念拓展为区间集概念。 将前概念理论结合三支决策引入区间集概念,提出了对象诱导的三支区间集前概念,即

OE-区间集前概念。 在此基础上,讨论了 OE-区间集前概念的格结构,并与已有成果进行比较,给出了相应的构造

算法。 这些所得理论成果,通过医生总结病例的实践内容加以验证,说明了所定义知识表示形式的有效性和实用

性。 这将有助于拓展区间集概念理论以及前概念理论的研究深度和应用范围,同时也为知识提取和信息挖掘提供

了一种可行的方法。
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Abstract:
 

Preconcepts,
 

as
 

a
 

form
 

of
 

knowledge
 

expression
 

that
 

weakened
 

formal
 

concepts
 

in
 

formal
 

con-
cept

 

analysis,
 

were
 

used
 

to
 

study
 

practical
 

problems
 

to
 

extract
 

two
 

types
 

of
 

knowledge:
 

common
 

attributes
 

of
 

objects
 

and
 

objects
 

shared
 

by
 

attributes,
 

which
 

were
 

two
 

important
 

types
 

of
 

knowledge
 

that
 

formal
 

con-
cepts

 

cannot
 

extract.
 

The
 

interval-set
 

concept
 

lattice
 

combined
 

the
 

interval-set
 

theory
 

with
 

the
 

formal
 

con-
cept,

 

so
 

the
 

formal
 

concept
 

could
 

be
 

extended
 

to
 

the
 

interval-set
 

concept
 

by
 

using
 

the
 

characteristics
 

of
 

the
 

uncertain
 

information
 

that
 

the
 

interval
 

set
 

can
 

reflect.
 

By
 

introducing
 

the
 

interval-set
 

concept
 

with
 

pre-
concept

 

theory
 

and
 

three-way
 

decisions,
 

the
 

object-induced
 

three-way
 

interval-set
 

preconcept
 

( namely,
 

OE-interval-set
 

preconcept)
 

was
 

proposed.
 

On
 

this
 

basis,
 

the
 

lattice
 

structure
 

of
 

OE-interval-set
 

precon-
cept

 

was
 

discussed
 

and
 

then
 

compared
 

with
 

preconcepts,
 

three-way
 

preconcepts
 

and
 

OE-interval-set
 

pre-
concepts.

 

The
 

algorithm
 

for
 

finding
 

all
 

OE-interval-set
 

preconcepts
 

was
 

constructed
 

using
 

the
 

relationship
 

among
 

preconcepts,
 

three-way
 

preconcepts
 

and
 

OE-interval-set
 

preconcepts.
 

These
 

theoretical
 

results
 

were
 

validated
 

by
 

doctors
 

in
 

summarizing
 

the
 

practical
 

content
 

of
 

cases,
 

demonstrating
 

the
 

effectiveness
 

and
 

practicality
 

of
 

the
 

defined
 

knowledge
 

representation
 

form.
 

This
 

would
 

help
 

expand
 

the
 

research
 

depth
 

and
 

application
 

scope
 

of
 

interval-set
 

concept
 

and
 

preconcept
 

theory
 

and
 

provide
 

a
 

feasible
 

method
 

for
 

knowledge
 

extraction
 

and
 

information
 

mining.
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0　 引言

由 Wille[ 1] 提出的形式概念分析,已被成功应用

到许 多 领 域 [ 2- 4] 。 形 式 概 念 分 析 ( formal
 

concept
 

analysis,FCA)通过在形式背景上构建出派生算子来

挖掘形式概念,实现对实际问题进行知识提取的平

台搭建。 然而,形式概念所要求满足的条件过于苛

刻。 为此,Stahl 等 [ 5] 弱化了其条件并提出前概念。
如今,前概念的研究已取得不少成果 [ 6- 7] 。

在许多问题的研究中,由于信息的不确定,一些

知识往往不能被精确定义,需要借助一对上下界构

成闭区间来对该概念的外延( 内涵) 进行表示。 因

此, Yao 提出了区间集理论 [ 8] 。 区间集概念格是

FCA 和区间集相结合形成的。 集合是退化的区间

集,因此形式概念也是特殊的区间集概念,形式概念

可挖掘到的知识同样适用区间集概念,反之却不一

定成立。 目前,区间集概念成果丰硕 [ 9- 10] 。
Yao[ 11] 提 出 的 三 支 决 策 ( three-way

 

decision,
TWD)是基于二支决策发展而来的决策模型。 Qi
等[ 12] 首次将三支决策的方法应用到 FCA 中,在形式

概念所能提取知识基础上,还能挖掘出对象不共有

的属性并且属性不共有的对象,即三支概念。 随后,
三支前概念 [ 13] 和三支区间集概念 [ 14] 相继被提出。

从以上各种成果来看,对区间集概念格的研究,
已有学者成功将区间集概念和三支概念结合 [ 14] ,但
由于形式概念可弱化为前概念,故可尝试弱化区间

集概念为区间集前概念。 此外,由三支前概念可知,
TWD 可结合前概念,所以区间集前概念可与三支前

概念结合得到三支区间集前概念(这其实也可以看

成将前概念、区间集和 TWD 相结合得到的结果) 。
本文主要思想路线如图 1 所示。

图 1　 思想路线

Figure
 

1　 Ideological
 

line

　 　 在实际生活中,也的确存在将前概念、区间集和

TWD 相结合进行知识提取的需要。 例如,医生在总

结病例的时候,会挑选有代表性的病患,将相关治疗

过程进行记录。 由于病案描述等原因,选取通常在

某个范围进行,这也是使用区间集来表述的原因。 对

这些病患进行症状分析时,医生希望得到这些病患共

同具有的关键病症,以便总结出相应的治疗方法。 因

此,前概念更适合对这类知识进行表示和提取。 此

外,总结出他们都不具有的病症也是有必要的。 因

此,还需要借助 TWD 来对病例进行信息挖掘。
为了实践图 1 中的思想路线,将上述例子中涉

及提取知识的信息挖掘出来,需要建立统一的数学

模型,以便解决更多类似的问题。

1　 预备知识

定义 1[ 8] 　 设 U 为非空有限论域,对于 X l ⊆Xu ⊆

U,X
~ = [X l,Xu] = {X ∈ P(U)

 

X l ⊆ X ⊆ Xu}, 称

[X l,Xu] (也可写成 X
~

)为定义在 U 上的区间集。 记

P(U) 为 U 的幂集, IP(U) 为定义在 U 上区间集全体。
对区间集 [X l,X u] ,[Y l,Yu] ∈ IP(U) :

[X l,X u] ∩
~

[Y l,Yu] = [X l ∩ X u,Y l ∩ Yu] ,

[X l,X u] ∪
~

[Y l,Yu] = [X l ∪ X u,Y l ∪ Yu] ,
[X l,X u] = [Y l,Yu] ⇔X l = X u 且 Y l = Yu,

[X l,X u] ⊆
~

[Y l,Yu] ⇔X l ⊆ Y l 且 X u ⊆ Yu。
　 　 定义 2[ 1] 　 设 L 是非空集合,称定义在 L 上的

二元关系 ≤ 为偏序关系,若它满足下面三条性质,
∀x,y,z ∈ L,

1)
 

自反性: x ≤ x。
2)

 

反对称性: x ≤ y 和 y ≤ x⇒x = y。
3)

 

传递性: x ≤ y 且 y ≤ z⇒x ≤ z。
则集合 L 和偏序关系≤构成一个偏序集 (L, ≤) 。
∀x,y ∈ L,x ∧ y = inf{ x,y} 和 x ∨ y = sup{ x,y} 都

存在,则 (L, ≤) 构成格。
定义 3[ 1] 　 设 K = (G,M,I) 为形式背景, G 为

非空对象集, M 为非空属性集, I 为定义在 G 和 M
上的二元关系。 对 ∀g ∈ G,m ∈

 

M,gIm 表示对象 g
和属性 m 具有关系 I; 而 gI cm 则表示对象 g 和属性
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m 具有关系 I c, 这里 (g,m) ∈ I⇔(g,m) ∉ I c。
定义 4[ 1] 　 在形式背景 K = (G,M,I) 中,对∀X∈

P(G) 和 ∀A ∈ P(M) ,定义一对正算子∗ :P(G) →
P(M) 和∗ :P(M) → P(G) 为

X∗ = {a a ∈ M,∀x ∈ X,xIa} ;
A∗ = { x x ∈ G,∀a ∈ A,xIa} 。

　 　 负算子 ∗ :P(G) → P(M) 和 ∗ :P(M) → P(G) 为

X∗ = {a a ∈ M,∀x ∈ X,xI ca} ;
A∗ = { x x ∈ G,∀a ∈ A,xI ca} 。

　 　 定义 5[ 5] 　 在形式背景 K = (G,M,I) 中,对

∀X ∈ P(G) 和 ∀A ∈ P(M) , (X,A) 是一个前概

念,当且仅当 X ⊆ A∗( ⇔A ⊆ X∗ ) 。 记 K 下所有前

概念为 P c(K) ,(P c(K) , ≤) 为前概念格。
定义 6[ 13] 　 在形式背景 K = (G,M,I) 中,对

∀X ∈ P(G) 和 ∀A,B ∈ P(M) ,(X,(A,B) ) 是一

个对象诱导的三支前概念,当且仅当 X ⊆ A∗ ∩
B∗( ⇔A ⊆ X∗ 且 B ⊆ X∗ ) , 简称 OE-前概念。 记 K
下所有 OE-前概念为 TOE(K) ,(TOE(K) , ≤) 为OE-
前概念格。

注 1　 为方便描述,给定非空有限集合 U 和 V,
若它们之间存在双射 φ:U → V, 则称这两个集合是

同构的,用 U ≅ V 来表示。
定义 7[ 14] 　 在形式背景 K = (G,M,I) 中,定义

一对 对 象 诱 导 的 三 支 区 间 集 算 子 ▷ :IP(G) →
IP(M) × IP(M) 和 ◁ :IP(M) × IP(M)

 

→ IP(G) 为

对 ∀X
~ = [X l,X u] ∈ IP(G) ,A

~ = [A l,Au] ∈ IP(M)

和 B
~ = [B l,B u] ∈ IP(M) ,

X
~ ▷ = (X

~ ∗ ,X
~ ∗ ) = ( [X u

∗ ,X l
∗ ] ,[X u

∗ ,X l
∗ ] ) ,

(A
~
,B

~
) ◁ =A

~ ∗ ∩
~
B
~ ∗ = [Au

∗ ∩ B u
∗ ,A l

∗ ∩ B l
∗ ] 。

2　 OE-区间集前概念

2. 1　 基本定义

定义 8　 在形式背景 K = (G,M,I) 中,三元区

间集序对 (X
~

,(A
~
,B

~
) ) 称为一个对象诱导的三支区

间集前概念,当且仅当有 X
~
⊆

~
(A

~
,

 

B
~

) ◁( ⇔(A
~
,B

~
) ⊆

~

X
~ ▷ ) , 简称 OE-区间集前概念。 其中, X

~
和 (A

~
,B

~
)

分别为 OE-区间集前概念 (X
~

,(A
~
,B

~
) ) 的外延和内

涵。 记 K 下所有 OE-区间集前概念为 WOE(K) 。
下面,通过一个例子来解释定义 8。
例 1　 某医生对一天当中接诊的 4 位患者进行

病例总结,主要症状有:头疼、呼吸困难、发烧、头晕

和咳嗽。 该医生通过表 1 展示这 4 位患者的相关信

息,若某患者具有某症状, 用 “ × ” 来标记, 否则用

“ —”标记。

表 1　 患者症状信息统计

Table
 

1　 Patient
 

symptom
 

information
 

statistics

姓名 头疼 呼吸困难 发烧 头晕 咳嗽

小芳 × — — × —
小兰 × — × × —
小明 — × — × —
小智 × — × — ×

　 　 将表 1 中的 4 位患者从上到下依次用数字
 

1、2、
3、4 来代表,即有对象集 G1 = {1,2,3,4}; 5 种症状从

左到右分别用字母
 

a、b、c、d、e 来代表,即有属性集

M1 = {a,b,c,d,e}; 二元关系 I1 如表 2 所示。 因此,
将表 1 转化为数学表达,即表 2 所示形式背景。

表 2　 一个形式背景 K1 = (G1,M 1,I1)
Table

 

2　 A
 

formal
 

context
 

K1 = (G1,M 1,I1)

序号 a b c d e

1 × — — × —
2 × — × × —
3 — × — × —
4 × — × — ×

　 　 假设该医生选择了个别有代表性的患者,如

[2,23] , 表示该医生一定要分析小兰的症状,可能

还会分析小明的症状。
由定 义 8 可 知, [2,23] ▷ = ( [2,23] ∗ , [2,

 

23] ∗ ) = ( [d,acd] ,[ e,be] ) , 表明小兰和小明都有

头晕的症状,小兰则有头疼、发烧和头晕的症状,而
小兰和小明都没有咳嗽的症状,小兰则没有呼吸困

难和咳嗽的症状。

由定义 8,属性区间集 A
~
⊆

~
[d,acd],B

~
⊆

~
[e,be],

从而可得对象区间集 [2,23] 对应所有 OE-区间集前

概念,有 ([2,23], ([d,acd], [e,be])), ([2,23],
([∅,acd],[e,be])),([2,23],([d,cd],[e,be])),
([2,23], ([d,ad], [e,be])), ([2,23],

 

([d,d],
[e,be])),([2,23],([d,d],[∅,b])) 等。
2. 2　 OE-区间集前概念格

定理 1 　 在 形 式 背 景 K = (G,M,I) 中, 对

∀(X
~

1 ,(A
~

1 ,B
~

1 ) ) ,(X
~

2 ,(A
~

2 ,B
~

2 ) ) ∈ WOE(K) , 定义

二元关系“ ≤”为

(X
~

1 ,(A
~

1 ,B
~

1 ) ) ≤ (X
~

2 ,(A
~

2 ,B
~

2 ) ) ⇔X
~

1 ⊆
~
X
~

2 且

(A
~

1 ,B
~

1 ) ⊇
~

(A
~

2 ,B
~

2 ) ,

则 (WOE(K) , ≤) 为一个偏序集。
证明 　 由定义 2,易证定理 1 成立。
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例 2　 在表 2 所示的形式背景 K1 = (G1 ,
 

M 1 ,
I1 ) 中,序对 ([23,23], ([d,d], [e,e])) 和 ([234,
G1 ],([∅,∅],[∅,∅])) 都是 OE-区间集前概念。

由于 [23,23] ⊆
~

[234,G1 ] 且 ([d,d], [e,e]) ⊇
~

 

( [ ∅,∅] ,[ ∅,∅] ) , 从而 ( [23,23] ,( [d,d] ,[e,
e])) ≤ ([234,G1],([∅,∅],[∅,∅])) 成立。

定理 2　 在形式背景 K = (G,M,I) 中,偏序集

(WOE(K) , ≤) 构成格,称为 OE-区间集前概念格。
其中,上确界“ ∨”和下确界“ ∧”分别定义为

(X
~

1 ,(A
~

1 ,B
~

1 ) ) ∨ (X
~

2 ,(A
~

2 ,B
~

2 ) ) =

(X
~

1 ∪
~
X
~

2 ,(A
~

1 ∩
~
A
~

2 ,B
~

1 ∩
~
B
~

2 ) ) ;

(X
~

1 ,(A
~

1 ,B
~

1 ) ) ∧ (X
~

2 ,(A
~

2 ,B
~

2 ) ) =

(X
~

1 ∩
~
X
~

2 ,(A
~

1 ∪
~
A
~

2 ,B
~

1 ∪
~
B
~

2 ) ) 。
　 　 证明 　 由定义 2 可知,需要证明所定义的上下

确界都存在,现在以上确界为例进行证明。

1)
 

(X
~

1 ∪
~
X
~

2 ,(A
~

1 ∩
~
A
~

2 ,B
~

1 ∩
~
B
~

2 ) ) ∈ WOE(K) 。

因为 (A
~

1∩
~
A
~

2 ,B
~

1∩
~
B
~

2 ) ◁ = (A
~

1∩
~
A
~

2 ) ∗ ∩
~

(B
~

1∩
~

 

B
~

2 ) ∗ ⊇
~

(A
~

1
∗ ∪

~
A
~

2
∗ ) ∩

~
(B

~

1
∗ ∩

~
B
~

2
∗ ) , 又因为 X

~

1⊆
~

 

A
~

1
∗ ∩

~
B
~

1
∗ ,X

~

2 ⊆
~
A
~

2
∗ ∩

~
B
~

2
∗ , 从而 X

~

1 ∪
~
X
~

2 ⊆
~

(A
~

1
∗

 

∪
~

A
~

2
∗ ) ∩

~
(B

~

1
∗ ∩

~
B
~

2
∗ ) ⊆

~
(A

~

1∩
~
A
~

2 ,B
~

1∩
~
B
~

2 ) ◁ 。 由定

义 8,有 (X
~

1 ∪
~
X
~

2 ,(A
~

1 ∩
~
A
~

2 ,B
~

1 ∩
~
B
~

2 ) ) ∈ WOE(K) 。

2)
 

(X
~

1 ∪
~
X
~

2 , (A
~

1 ∩
~
A
~

2 ,B
~

1 ∩
~
B
~

2 ) ) 是 (X
~

1 , ( A
~

1 ,
 

B
~

1 ) ) 和 (X
~

2 ,(A
~

2 ,B
~

2 ) ) 的一个上界。

因 X
~

1 ,X
~

2⊆
~
X
~

1∪
~
X
~

2 且 (A
~

1 ,B
~

1 ) ,(A
~

2 ,B
~

2 ) ⊇
~

 

(A
~

1∩
~

A
~

2 ,B
~

1 ∩
~
B
~

2 ) , 则 (X
~

1 ,(A
~

1 ,B
~

1 ) ) ,(X
~

2 ,(A
~

2 ,
 

B
~

2 ) ) ≤

(X
~

1 ∪
~
X
~

2 ,(A
~

1 ∩
~
A
~

2 ,B
~

1 ∩
~
B
~

2 ) ) 。

3)
 

(X
~

1 ∪
~
X
~

2 , (A
~

1 ∩
~
A
~

2 ,B
~

1 ∩
~
B
~

2 ) ) 是 (X
~

1 , ( A
~

1 ,
 

B
~

1 ) ) 和 (X
~

2 ,(A
~

2 ,B
~

2 ) ) 的上确界。

假设 (X
~

3 ,(A
~

3 ,B
~

3 ) ) 是 (X
~

1 ,(A
~

1 ,B
~

1 ) ) 和 (X
~

2 ,
 

(A
~

2 ,B
~

2 ) ) 的一个上界,则 X
~

1 ,X
~

2 ⊆
~
X
~

3 且 (A
~

1 ,
 

B
~

1 ) ,

(A
~

2 ,B
~

2 ) ⊇
~

(A
~

3 ,B
~

3 ) , 从而有 X
~

1 ∪
~
X
~

2 ⊆
~
X
~

3 且 (A
~

1 ∩
~

A
~

2 ,B
~

1∩
~
B
~

2 ) ⊇
~

(A
~

3 ,B
~

3 ) 。 因此, (X
~

1∪
~
X
~

2 ,
 

(A
~

1∩
~
A
~

2 ,

B
~

1 ∩
~
B
~

2 ) ) ≤ (X
~

3 ,(A
~

3 ,B
~

3 ) ) 。
因此, (WOE(K) , ≤) 构成格。

3　 前概念、OE-前概念与 OE-区间集
前概念

3. 1　 前概念与 OE-前概念

定理 3　 在形式背景 K = (G,M,I) 中,对 ∀X ∈

P(G) ,∀A,B ∈ P(M) , 下面结论成立:
1)

 

(X,A) ∈ Pc(K)⇒(X,(A,X∗ )) ∈ TOE(K);
2)

 

(X,B) ∈ Pc(K
c)⇒(X,(X∗ ,B)) ∈ TOE(K

c)。
证明 　 根据定义 5 和 6,定理 3 易证。
定理 4 　 在 形 式 背 景 K = (G,M,I) 中, 对

∀X ∈ P(G) ,∀A,B ∈ P(M) , 下面结论成立:
1)

 

(X,(A,B) ) ∈ TOE(K) ⇒(X,A) ∈ P c(K) ;
2)

 

(X,(A,B)) ∈ TOE(K)⇒(X,B) ∈ P c(K
c)。

证明 　 根据定义 5 和 6,定理 4 易证。
在形式背景 K = (G,M,I) 中,令一个新的集合

V(K) = { (X, (A,∅) ) ∈ TOE(K) ∀X ∈ P(G) ,
∀A ∈ P(M) } , 然后得到定理 5。

定理 5 　 对于形式背景 K = (G,M,I) , 必有

V(K) ≅ P c(K) 成立。
证明 　 定义映射 φ:V(K) → P c(K) 为 φ(X,(A,

∅) ) = (X,A) 。
首先, 证 明 φ 为 单 射: 对 ∀(X1 , (A1 ,∅) ) ,

 

(X2 , (A2 ,∅) ) ∈ V(K) , 满足 (X1 , (A1 ,∅) ) ≠
(X2,(A2,∅)), 则必有 φ(X1,(A1,∅)) = (X1,

 

A1) ≠
(X2,A2) = φ(X2,(A2,∅))。

其次,证明 φ 为满射:对于 ∀(X,A) , (X,A) =
φ(X,(A,∅) ) , 从而可知 φ 为满射。

综上所述, φ 为双射。 因此,在集合同构的意义

下, V(K) 与 P c(K) 可 看 成 同 一 数 学 结 构, 即

V(K) ≅ P c(K) 。
定理 6　 在形式背景 K = (G,M,I) 中,必有一

个映射 δ: (P c(K) , ≤ ) → (TOE(K) , ≤ ) , 使 得

δ(P c(K) , ≤) 是 (TOE(K) , ≤) 的一个子格。
证明　 定义映射 δ:(P c(K),≤)→(TOE( K) ,

 

≤)
为 δ(X,A) = (X,(A,∅) ) 。

显然, ∅ ⊆ V(K) ⊆ TOE(K) 。
又 有 ∀(X1 , (A1 ,∅) ) , (X2 , (A2 ,∅) ) ∈

V(K) ,(X1 ,(A1 ,∅) ) ∧ (X2 ,(A2 ,∅) ) = (X1 ∩ X2 ,
(A1 ∪ A2 , ∅ ∪ ∅) ) ∈ V(K) ;

(X1 ,(A1 ,∅) ) ∨ (X2 ,(A2 ,∅) ) = (X1 ∪ X2 ,
(A1 ∩ A2 ,∅ ∩ ∅) ) ∈ V(K) 。

从而, V(K) 对于 ∧ 和 ∨ 都封闭。
因此,定理 6 结论成立。

3. 2　 OE-前概念与 OE-区间集前概念

定理 7　 在形式背景 K = (G,M,I) 中,对 ∀X,
X1 ,X2 ∈ P(G) ,∀A,A1 ,A2 ,B,B1 ,B2 ∈ P(M) , 结论

1) ~ 5)成立。
1)

 

(X, (A,B) ) ∈ TOE(K) ⇒( [X,X] , ( [A,
 

A] ,[B,B] ) ) ∈ WOE(K) ;
2)

 

若 X1 ⊆ X2 且 (A1 ,B1 ) ⊇ (A2 ,B2 ) , 则 (X1 ,
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(A1 ,B1 ) ) , (X2 , (A2 ,B2 ) ) ∈ TOE(K) ⇒( [X1 ,X2 ] ,
( [A2 ,A1 ] ,[B2 ,B1 ] ) ) ∈ WOE(K) ;

3)
 

若 X1 ⊆ X2 且 (A1 ,B1 ) ⊆ (A2 ,B2 ) , 则 (X1 ,
(A1 ,B1 ) ) , (X2 , (A2 ,B2 ) ) ∈ TOE(K) ⇒( [X1 ,X2 ] ,
( [A1 ,A2 ] ,[B1 ,B2 ] ) ) ∈ WOE(K) ;

4)
 

若 X1 ⊆ X2 ,A1 ⊆ A2 且 B1 ⊇ B2 , 则 (X1 ,
(A1 ,B1 ) ) , (X2 , (A2 ,B2 ) ) ∈ TOE(K) ⇒( [X1 ,X2 ] ,

 

( [A1 ,A2 ] ,[B2 ,B1 ] ) ) ∈ WOE(K) ;
5)

 

若 X1 ⊆ X2 ,A1 ⊇ A2 且 B1 ⊆ B2 , 则 (X1 ,
(A1 ,B1 ) ) , (X2 , (A2 ,B2 ) ) ∈ TOE(K) ⇒( [X1 ,X2 ] ,
( [A2 ,A1 ] ,[B1 ,B2 ] ) ) ∈ WOE(K) 。

证明 　 根据定义 6 和 8,定理 7 易证。
例 3　 在表 2 所示的形式背景 K1 = (G1 ,

 

M 1 ,
I1 ) 中,

1)
 

(123, (d,e) ) ∈ TOE(K1 ) , 且 有 ( [123,
123] ,( [d,d] ,[ e,e] ) ) ∈ WOE(K1 ) 。

2)
 

(2,(ad,be) ) ,(23,(d,e) ) ∈ TOE(K1 ) , 满

足 2 ⊆ 23 和 (ad,be) ⊇ (d,e) , 且 有 ( [2,23] ,
 

( [d,ad] ,[ e,be] ) ) ∈ WOE(K1 ) 。
3)

 

(12,(a,e) ) ,(12,(ad,be) ) ∈ TOE(K1 ) , 满

足 12 ⊆ 12 和 (a,e) ⊆ (ad,be) , 且有 ( [12,12] ,
 

( [a,ad] ,[ e,be] ) ) ∈ WOE(K1 ) 。
4)

 

(4,(a,b) ) ,(24,(ac,∅) ) ∈ TOE(K1 ) , 满

足 4 ⊆ 24,a ⊆ ac 和 b ⊇ ∅, 且 有 ( [4,24] ,
 

( [a,ac] ,[ ∅,b] ) ) ∈ WOE(K1 ) 。
5)

 

(3,(d,e) ) ,(23,( ∅,e) ) ∈ TOE(K1 ) , 满足

3 ⊆ 23,d ⊇ ∅ 和 e ⊆ e, 且有 ( [3,23] ,( [ ∅,d] ,
 

[ e,e] ) ) ∈ WOE(K1 ) 。
定理 8　 在形式背景 K = (G,M,I) 中,对 ∀X1 ,

X2 ∈ P(G) ,∀A1 ,A2 ,B1 ,B2 ∈ P(M) , 必有 ( [X1 ,
X2 ] ,( [A1 ,A2 ] , [B1 ,B2 ] ) ) ∈ WOE(K) ⇒(X1 , (A2 ,
B2 ) ) ,(X2 ,(A1 ,B1 ) ) ∈ TOE(K) 成立。

证明 　 根据定义 6 和 8,定理 8 易证。
例 4　 在表 2 所示的形式背景 K1 = (G1 ,

 

M 1 ,
I1 ) 中, ( [2,23] ,( [d,acd] ,[ e,e] ) ) ∈ WOE(K1 ) ,
而且有 (2,(acd,e) ) ,

 

(23,(d,e) ) ∈ TOE(K1 ) 。

定理 9　 在形式背景 K = (G,M,I) 中,必有一

个映射 ξ: (TOE(K) , ≤ ) → (WOE(K) , ≤ ) , 使得

ξ(TOE(K) , ≤) 是 (WOE(K) , ≤) 的一个子格。
证明　 定义映射 ξ:(TOE(K), ≤) →

 

(WOE(K), ≤)
为 ξ(X, (A,B) ) = ( [X,X] , ( [A,A] ,

 

[B,B] ) ) 。
设 H(K) = { ( [X,X] , ( [A,A] , [B,B] ) ) ∈
WOE(K) ∀X ∈ P(G) ,∀A,B ∈ P(M) } 。 显然,
∅ ⊆ H(K) ⊆ WOE(K) 。 又 对 于 ∀( [X1 ,X1 ] ,
( [A1 ,A1 ] ,[B1 ,

 

B1 ] ) ) ,( [X2 ,X2 ] ,( [A2 ,A2 ],[B2 ,
B2 ])) ∈ H(K),([X1 ,X1 ],([A1 ,A1 ],[B1 ,B1 ])) ∧
( [X2 ,X2 ] , ( [A2 ,A2 ] , [B2 ,B2 ] ) ) = ( [X1 ∩ X2 ,
X1 ∩ X2 ] , ( [A1 ∪ A2 ,A1 ∪ A2 ] , [B1 ∪ B2 ,B1 ∪
B2 ])) ∈ H(K);([X1 ,X1 ],

 

([A1 ,A1 ],[B1 ,B1 ])) ∨
( [X2 ,X2 ] , ( [A2 ,A2 ] , [B2 ,B2 ] ) ) = ( [X1 ∪ X2 ,
X1 ∪ X2 ] , ( [A1 ∩ A2 ,A1 ∩ A2 ] , [B1 ∩ B2 ,B1 ∩
B2 ] ) ) ∈ H(K) 。 从而, H(K) 对于∧和∨都封闭。

因此,定理 9 结论成立。
3. 3　 前概念、OE-前概念与 OE-区间集前概念

定理 10　 在形式背景 K = (G,M,I) 中, P c(K) 、

TOE(K) 和 WOE(K) 在集合同构意义下有 P c(K) ⊆
TOE(K) ⊆ WOE(K) 成立。

证明 　 根据定理 5 和定理 10 易证。
例 5　 在表 2 所示的形式背景 K1 = (G1 ,

 

M 1 ,
I1 ) 中,列举下面 3 个三元区间集序对: ( [4,4] ,
( [ac,ac] ,[ ∅,∅] ) ) ,( [12,12] ,( [ad,ad] ,

 

[ be,
be] ) ) 和 ( [3,123] ,( [d,bd] ,[ e,ae] ) ) 。 下面,通
过表 3 对这三者进行比较。

表 3　 对比表

Table
 

3　 A
 

comparison
 

table

三元区间集序对 P c(K) TOE(K1 ) WOE(K1 )

( [4,4] ,( [ac,ac] ,[ ∅,∅] ) ) 是 　 是 　 是

( [12,12] ,( [ad,ad] ,[ be,be] ) ) 不是 是 　 是

( [3,123] ,( [d,bd] ,[ e,ae] ) ) 不是 不是 是

　 　 接着,在表 4 中,将前概念、OE-前概念和 OE-
区间集前概念比较并分析。

表 4　 对比分析表

Table
 

4　 A
 

comparison
 

analysis
 

table

名称 提取知识的表达形式 序对维数 提取知识的规则 提取知识的平台

前概念 (X,A) 2 X ⊆ A∗( ⇔A ⊆ X∗ ) 格

OE-前概念 (X,(A,B) ) 3 X ⊆ A∗ ∩ B∗( ⇔A ⊆ X∗ 且 B ⊆ X∗ ) 格

OE-区间集前概念 (X
~

,(A
~
,B

~
) ) 3 X

~
⊆

~
(A

~
,B

~
) ◁( ⇔(A

~
,B

~
) ⊆

~
X
~ ▷ ) 格

　 　 从表 4 可以看出,OE-区间集前概念能提取 OE
-前概念和前概念都不能提取的知识,并且 OE -前

概念和前概念能提取的知识也都能通过 OE -区间

集前概念来提取,从而 OE-区间集前概念能够提取
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的知识量比另外两个都多。
这三者在知识提取时,都是通过构造不同规则

然后建立在相应的格上进行的。 也就是说,OE-区

间集前概念将前概念和 OE -前概念的知识表示形

式进行拓展,在知识提取方面具有明显优势。
3. 4　 构造算法

本节从形式背景 K = (G,M,I) 出发,先寻找全

体前概念,再寻找全体 OE -前概念,最后可找到全

体 OE-区间集前概念。
因此,可以给出相应的构造路径。

K = (G,M,I)
算法 1

→ P c(K)
算法 2

→ TOE(K)
算法 3

→ WOE(K) 。
下面给出寻找全体前概念的算法 1。
算法 1　 寻找全体前概念的算法

输入:形式背景 K = (G,M,I) 。
输出: P c(K) 。
1)

 

Let
 

P c(K) = ∅
 

and
 

i = 1
2)

 

for
 

each
 

X ⊆ G
 

do
3)

 

　 C = X∗
 

and
 

P i = (X,C)
 

4)
 

　 for
 

each
 

A ⊆ C
 

do
5)

 

　 　
 

P i = P i ∪ (X,A)
6)

 

　 end
 

for
7)

 

　 P c(K) = P c(K) ∪ P i,i = i + 1
8)

 

end
 

for
9)

 

Generate
 

P c(K)
定义 5 和文献[8,10]保证了算法 1 正确。
算法 1 的复杂度分析。
1)

 

将 K = (G,M,I) 下的集合 P c(K) 设为空集,
这个过程的时间复杂度为 O(1) 。

2)
 

列出对象集 G 中的所有子集 X 并对每一个

X 都进行下面的操作:把经过算子 ∗ :P(G) → P(M)
运算得到的 X∗ 设为 C, 将所得到的二元序对 (X,
A) 放到 集 合 P i 中。 这 个 过 程 的 时 间 复 杂 度 为

O(2 M ) 。 其中: M 为属性集 M 包含属性的

个数。
3)

 

接着把 C 中所有子集 A 与这个 X 结合成二

元序对 (X,A) 并放到集合 P c(K) 中。 这个过程的

时间复杂度为 O(2 G + M ) 。 其中: G 为属

性集 G 包含对象的个数。
4)

 

当每一个 X 都完成这样的操作后,所生成的

P c(K) 便包含了 K 下的外延为 X 且内涵为 A 的所有

前概念。
通过算法 1 的复杂度分析 1) ~ 4) 可知,算法 1

的时间复杂度为

O(1 + 2 M + 2 G + M ) = O(2 G + M ) 。
下面给出寻找全体 OE-前概念的算法 2。

算法 2　 寻找全体 OE-前概念算法

输入:形式背景 K = (G,M,I) 和 P c(K) 。
输出: TOE(K) 。
1)

 

Let
 

TOE(K) = ∅
 

and
 

j = 1
2)

 

for
 

each
 

(X,A) ⊆ P c(K)
 

do

3) 　 D = X∗
 

and
 

T j = (X,(A,D) )
4)

 

　 for
 

each
 

B ⊆ D
 

do
5)

 

　 　
 

T j = T j ∪ (X,(A,B) )
6)

 

　 end
 

for
7)

 

　 TOE(K) = TOE(K) ∪ T j,j = j + 1
8)

 

end
 

for
9)

 

Generate
 

TOE(K)
定义 6 和定理 3 保证了算法 2 正确性。
算法 2 的复杂度分析。
1)

 

将 K = (G,M,I) 下的集合 TOE(K) 设为空

集,这个过程的时间复杂度为 O(1) 。
2)

 

列出 P c(K) 中的所有前概念 (X,A) , 把由

算子 ∗ :P(G) → P(M) 运算得到的 X∗ 设为 D, 将

所得到的三元序对 (X,(A,D) ) 放到集合 T j 中。 这

个过程的时间复杂度为 O(2 G + M ) 。
3)

 

把 D 中所有子集 B 与这个 (X,A) 结合成三

元序对 (X, (A,B) ) 并放到集合 TOE(K) 中。 此过

程时间复杂度为 O(2 G + 2 M ) 。
4)

 

当每一个 (X,A) 都完成这样的操作后,所
生成的 TOE(K) 便包含了 K 下的外延为 X 且内涵为

(A,B) 的所有 OE-前概念。
通过算法 2 的复杂度分析 1) ~ 4) 可知,算法 2

的时间复杂度为

O(1 + 2 G + M + 2 G + 2 M ) = O(2 G + 2 M ) 。
　 　 在给出寻找全体 OE -区间集前概念的算法之

前,先要给出定理 11。
首先假设通过定理 7 中的 5 个结论得到的所有

OE-区间集前概念构成的集合为 Δ, 然后对下面的

定理 11 展开讨论。
定理 11 　 在形式背景 K = (G,M,I) 中,全体

OE-区间集前概念 WOE(K) 与集合 Δ 相同。
证明 　 首先, Δ ⊆ WOE(K) 是显然成立的。
其次,由于全体 OE-区间集前概念 WOE(K) 中

的元素都是形如 (X
~

, (A
~
,B

~
) ) 且满足 X

~
⊆

~
( A

~
,B

~
) ◁

的三元区间集序对,然后可分为下面 8 种具体情况。

① X
~ = [X1,X2],A

~ = [A1,A2] 和 B
~ = [B1,B2];

26



　 第 3 期 毛 　 华,等:基于三支区间集前概念的知识提取及应用

② X
~ = [X1,X2],A

~ = [A2,A1] 和 B
~ = [B2,B1];

③ X
~ = [X1,X2],A

~ = [A2,A1] 和 B
~ = [B1,B2];

④ X
~ = [X1,X2],A

~ = [A1,A2] 和 B
~ = [B2,B1];

⑤ X
~ = [X2,X1],A

~ = [A1,A2] 和 B
~ = [B1,B2];

⑥ X
~ = [X2,X1],A

~ = [A2,A1] 和 B
~ = [B2,B1];

⑦ X
~ = [X2,X1],A

~ = [A2,A1] 和 B
~ = [B1,B2];

⑧ X
~ = [X2,X1],A

~ = [A1,A2] 和 B
~ = [B2,B1]。

对于上面这 8 种具体情况来说,与定理 8 的证

明方法类似,并根据定义 6 和 8 可知,②和⑤都可以

推出 (X1 ,(A1 ,B1 ) ) ,(X2 ,(A2 ,
 

B2 ) ) ∈ TOE(K) , 因

此②与⑤等价;同理,①与⑥等价;④与⑦等价;③与

⑧等价。
因此,这 8 种具体情况可用①、②、③和④来代

表,从而有 Δ ⊇ WOE(K) 。
综上所述, Δ = WOE(K) 。 下面,给出寻找全体

OE-区间集前概念的算法 3。
算法 3　 寻找全体 OE-区间集前概念算法

输入:形式背景 K = (G,M,I) 和 TOE(K) 。
输出: WOE(K) 。
1)

 

Let
 

WOE(K) = ∅,
2)

 

while
 

( (X1 , (A1 ,B1 ) ) , (X2 , (A2 ,B2 ) ) ∈
TOE(K) )

 

do
3)

 

if
 

X1 ⊆ X2
 and

 

(A1 ,B1 ) ⊇ (A2 ,B2 )
 

then
4)

 

WOE(K) = WOE(K) ∪ ( [X1 ,X2 ] ,( [A2 ,A1 ] ,
[B2 ,B1 ] ) )

5)
 

elif X1 ⊆ X2
 and

 

(A1 ,B1 ) ⊆ (A2 ,B2 )
 

then
6)

 

WOE(K) = WOE(K) ∪ ( [X1 ,X2 ] ,( [A1 ,A2 ] ,
[B1 ,B2 ] ) )

7)
 

elif X1 ⊆ X2 ,A1 ⊆ A2
 and

 

B1 ⊇ B2
 then

8)
 

WOE(K) = WOE(K) ∪ ( [X1 ,X2 ] ,( [A1 ,A2 ] ,
[B2 ,B1 ] ) )

9)
 

elif X1 ⊆ X2 ,A1 ⊇ A2
 and

 

B1 ⊆ B2
 then

10)
 

WOE(K) = WOE(K) ∪ ( [X1 ,X2 ] ,( [A2 ,A1 ] ,
[B1 ,B2 ] ) )

11)
 

end
 

if
12)

 

end
 

while
13)

 

Generate
 

WOE(K)
定理 7 和定理 11 保证了算法 3 的正确性。
算法 3 的时间复杂度分析。
1)

 

将 K = (G,M,I) 下的集合 WOE(K) 设为空

集,这个过程的时间复杂度为 O(1) 。
2)

 

对集合 TOE(K) 中的任意两个 OE -前概念

( (X1 ,(A1 ,B1 ) ) 和 (X2 ,(A2 ,B2 ) ) 分别进行相应的

判断和操作。 当满足其中任一条件时,都可以构成

相应的 OE -区间集前概念。 这个过程的时间复杂

度为 O(22 G + 4| M ) 。
3)

 

当每两个 OE-前概念都完成判断和操作后,
所生成的 WOE(K) 便包含了 K 下的所有 OE-区间集

前概念。
通过算法 3 的复杂度分析 1) ~ 3) 可知,算法 3

的时间复杂度为

O(1 + 22 G + 4 M ) = O(22 G + 4 M ) 。
因此,构造 WOE(K) 的算法由算法 1 ~ 3 组成,总的时

间复杂度为

O(2 G + M ) + O(2 G + 2 M ) +

O(22 G + 4 M ) = O(22 G + 4 M ) 。
　 　 下面,通过实际例子对上述算法 3 进行具体实

现与验证。
例 6　 在表 2 所示的形式背景 K1 = (G1 ,

 

M 1 ,
I1 ) 中,下面将构造 OE-区间集前概念的算法进行

实际应用并展示出部分结果。
按照算法 1 的步骤 1) ,可得到初始值 P c(K) =

∅。
按照算法 1 的步骤 2) ~ 3)和步骤 8) 的循环语

句,比如当 X = 12 ∈ P(G1 ) 时,可以得到 C = X∗ =
ad 和 P i = (12,ad) 。

按照算法 1 的步骤 4) ~ 6) 的循环语句以及步

骤 7) ,比如当 A = d ⊆ C, 此时的 P i = P i ∪ (12,d) 。
相应地,此时 i 值对应的 P i 放到集合 P c(K) 中。

按照算法 1 的步骤 9) ,输出 P c(K) 的值。
由算法 2 步骤 1) ,有初始值 TOE(K) = ∅。
按照算法 2 的步骤 2) ~ 3)和步骤 8) 的循环语

句,当 (12,d) ∈ P c(K) 时,可以得到 D = X∗ = be 和
T j = (12,(d,be) ) 。

按照算法 2 的步骤 4) ~ 6) 的循环语句以及步

骤 7) ,比如当 B = e ⊆ D, 此时的 T j = T j ∪ ( 12,
( d,e) ) 。 相应地, 此时 j 值 对 应 的 T j 放 到 集 合

TOE(K) 中。
按照算法 2 的步骤 9) ,输出 TOE(K) 。
由算法 3 步骤 1) ,初始值 WOE(K) = ∅。
按照算法 3 的步骤 2) 和 12) ,对于 TOE(K) 中

的任意两个元素,比如有 (12,(d,e) ) 和 (2,
 

(acd,
e) ) , 进行相应的判断和操作。

按照算法 3 的步骤 3) ~ 11) 的判断语句,由于

满足 2 ⊆ 12,d ⊆ acd 和 e ⊆ e, 从而可以得到 ( [2,
12] ,( [a,acd] ,[ e,e] ) ) ∈ WOE(K) 。
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按照算法 3 的步骤 13) ,输出 WOE(K) 。

4　 结论

本文在区间集概念格的基础上,通过与前概念、
三支决策相结合提出 OE -区间集前概念与其格结

构,并用实际案例说明 OE-区间集前概念在提取知

识过程中的应用。
未来工作包括在模糊形式背景或不完备形式背

景下展开对 OE-区间集前概念的研究,并探索其可

应用的其他领域。
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