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摘要:
 

异构计算系统中的任务调度仅以能耗优化为目标,往往会忽略最大完工时间带来的负面影响。 此外,庞大的

机器与任务数量为调度决策带来了极大的时间成本。 以异构计算系统管理者单位时间收益最大化为目标,建立了

考虑任务包的能量感知利润最大化问题模型,并为之设计了一种高效的在线算法。 每到达一个用户,该在线算法

能够通过系统当前状态构造多个线性方程组,并求得利润最大的解,即当前用户提交任务的分配策略。 同时计算

了该算法的运行时间复杂度为 O(nm4 ) 。 通过与另外两种常用算法进行对比,提出的在线算法能够在多项式时间

内,得到目标值拟最优的调度方案。
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Abstract:
  

Task
 

scheduling
 

in
 

heterogeneous
 

computing
 

systems
 

only
 

targeted
 

at
 

energy
 

consumption
 

opti-
mization,

 

which
 

could
 

ignore
 

the
 

negative
 

impact
 

of
 

maximum
 

completion
 

time.
 

In
 

addition,
 

the
 

large
 

number
 

of
 

machines
 

and
 

tasks
 

could
 

incur
 

a
 

significant
 

time
 

cost
 

for
 

scheduling
 

decisions.
 

A
 

energy-
aware

 

profit
 

maximizing
 

problem
 

considering
 

bag-of-tasks
 

with
 

the
 

goal
 

of
 

maximizing
 

the
 

profit
 

per
 

unit
 

time
 

for
 

managers
 

of
 

heterogeneous
 

computing
 

systems
 

was
 

built,
 

and
 

an
 

efficient
 

online
 

algorithm
 

was
 

de-
signed.

 

For
 

each
 

user,
 

the
 

online
 

algorithm
 

could
 

construct
 

multiple
 

sets
 

of
 

system
 

of
 

linear
 

equations
 

based
 

on
 

the
 

system′s
 

current
 

state,
 

and
 

solve
 

the
 

most
 

profitable
 

solution
 

which
 

was
 

the
 

allocation
 

strate-
gy

 

for
 

the
 

tasks
 

submitted
 

by
 

the
 

current
 

user.
 

The
 

running
 

time
 

of
 

the
 

algorithm
 

was
 

O(nm4 ) .
 

The
 

pro-
posed

 

algorithm
 

was
 

compared
 

with
 

the
 

other
 

two
 

common
 

algorithms.
 

The
 

proposed
 

online
 

algorithm
 

could
 

obtain
 

a
 

quasi-optimal
 

scheduling
 

scheme
 

in
 

polynomial
 

time.
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0　 引言

随着数据中心能耗的快速增长,异构计算系统

中关注于能效的任务调度越来越重要。 最近学界提

出了一种名为任务包 ( bag-of-tasks) 的静态调度模

型 [ 1] 。 与以往的经典调度模型相比,某台机器上的

固定执行时间( estimated
 

time
 

to
 

compute,ETC)取决
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于任务类型与机器类型。 通过这一概念,能把异构

计算系统中心成千上万的任务进行分类,而分类后

的类型数量相对较少。 如果单独地为每一个任务进

行决策,那将要耗费难以接受的时间。 而任务包的

调度模型很好地限制了问题规模,这也使得为该问

题设计一种能得到拟最优调度的高效算法成为可

能 [ 2- 3] 。
经典的能量感知调度模型旨在最小化任务包所

消耗的能量或最大完工时间。 然而,对于异构计算

系统中心运营商而言,将每个单位时间的运行利润

最大化会带来更多的经济收益,其中利润等于用户

为一个任务包支付的费用减去执行该任务包消耗的

电力成本。 通过综合考虑能源成本和最大完工时

间,实现单位时间利润最大化的目标,即考虑任务包

的能量感知利润最大化( energy-aware
 

profit
 

maximi-
zing,

 

EAPM)问题。 Tarplee 等以此为目标提出了一

种新的异构计算系统调度模型,该模型具有机器类

型数与任务数都十分有限的特征 [ 3] 。 通过使用一

种新颖的基于线性规划( linear
 

programming,
 

LP )的

舍入算法,设计了一个能够得到接近最优调度的高

效算法。
Tarplee 等用一个最大完工时间下界代替了原

本的最大完工时间 [ 3] 。 最大完工时间下界是将任

务平均分配给所有机器时的完工时间。 这个下界与

真实的最大完工时间是有一定差距的。 因此,该数

学模型是不准确的,而且在基于 LP 的舍入步骤过

程中,能耗成本可能会增加。 这导致即便可以通过

使用基于匹配的舍入技术来改善,但执行时间会随

着问题规模的扩大而急剧上升,使该算法在大型数

据中心无法有很好的表现。
本文的主要贡献如下:1)

 

为 EAPM 问题建立了

一个准确的数学模型,该模型能精确计算每到达一

个用户并分配其任务包后系统的最大完工时间;
2)

 

提出了一个时间复杂度为 O(nm4 ) 的在线算法,
该算法在每个用户到达时构造多个线性方程组,这
些线性方程组中最好的结果,便是当前针对该用户

任务包的调度结果;3)
 

通过对比实验,说明了本文

提出算法的优越性。

1　 相关工作

最近几十年有大量关于异构计算系统中任务调

度模型的研究。 Braun 等比较了 11 种静态启发式

算法,他们将一类互相独立的任务映射到异构分布

式计算系统,来最小化最大完工时间 [ 4] 。 Dai 等在

包含两台平行机的系统中,设计了一种半在线算法,
能很好地限制机器的最大完工时间 [ 5] 。 针对考虑

任务包的调度模型,Tarplee
 

等提出了一种基于线性

规划的资源分配算法,能高效地给出最小化最大完

工时间的调度方案 [ 2] 。 胡逸騉针对面向异构计算

集群的任务调度和能量消耗问题,提出一种面向异

构计算系统的能量感知任务调度算法 [ 6] 。
Friese

 

等针对任务包这种情形提出了一种改进

的多目标遗传算法来生成多个不同的调度方案,能
很好地平衡能源消耗和最大完工时间之间的得

失 [ 1,7] 。 他们还创建了一个工具,该工具能帮助系

统管理员对系统性能和系统能量分配进行权衡 [ 8] 。
Zhang 等设计了一个整数线性双目标优化模型,并
提出了两阶段的启发式分配算法以找到高质量的可

行解决方案 [ 9] 。 除此之外,追求能量感知利润最大

化的目标也能很好地平衡最大完工时间和能耗。 Li
等针对考虑任务包的能量感知利润最大化问题,设
计了一个最坏情况即近似比接近 2 的近似算法 [ 10] 。
随后又提出了一个针对该问题的多项式时间近似算

法,该算法同样能在某些情况下有接近 2 的近似比

效果 [ 11] 。
在云计算环境中,云资源管理同样是云供应商

的一个重要内容。 Khemka
 

等为能源受限的环境设

计了四种能量感知的资源分配启发式方法,目的是

使系统获得的总效用最大化 [ 12] 。 姜春茂等提出面

向实时云任务的细粒度任务合并调度算法,在满足

用户 SLA 的 前 提 下, 能 够 有 效 降 低 云 能 耗 [ 13] 。
Zhang 等通过拍卖机制对云计算虚拟资源进行分配

和定价,以提升资源提供商的社会福利 [ 14] 。

2　 在线调度模型

在一个异构计算机系统中包含了 m 种不同的

机器类型和 n 种不同类型的用户。 用户 i 提交的任

务包中的任务相互独立,数量为 a i
[ 4] ,执行这类任

务能产生的收益为 p i。 ETC = (ETC ij) 是一个 n × m
维矩阵, ETC ij 是用户 i 的任务在机器 j 上执行所需

的固定执行时间; APC = (APC ij) 同样是一个 n × m
维矩阵,其中 APC ij 是用户 i 的任务在机器 j 上执行

所需要的平均功率消耗( average
 

power
 

consumption,
APC) [ 3] 。 x ij 表示用户 i 的任务分配给机器 j 执行的

任务数。 对于一个可行解 x = ( x ij) , 机器 j 的负载

可以定义为

L j = ∑
n

i = 1
ETC ijx ij。 (1)

84
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　 　 所有机器的最大完工时间 MS(x) 为

MS(x) =max
j

L j。 (2)

　 　 相应的, n 个用户的能量消耗为

E(x) = ∑
m

j = 1
∑

n

i = 1
x ijAPC ijETC ij。 (3)

　 　 用 c 表示每个单位能耗的成本,EAPM 问题可

以用非线性整数规划表示:

max
∑

n

i = 1
p i - cE(x)

MS(x)
, (4)

s. t.
 ∑

m

j = 1
x ij = a i,∀i = 1,2,…,n。 (5)

∑
n

i = 1
x ijETC ij ≤ MS(x) ,∀ j = 1,2,…,m, (6)

x ij ∈ N,∀i,j。 (7)
目标函数( 4) 要最大化单位时间的收益, x 是

决策向量。 约束(5)确保了每一个用户的每一个任

务都被分配给某个机器。 由于最大化单位时间收益

的目标等价于最小化最大完工时间,约束( 6) 确保

了 MS(x) 是所有机器的最大完工时间。
然而在实际场景中,当某个用户到达时就需要

在机器不知道未到达用户的信息的情况下分配该用

户的所有任务。 因此,研究考虑任务包的 EAPM 问

题的在线算法是很有必要的。 该在线算法考虑用户

i 的任务会在用户 i + 1 到达之前就被分配, i = 1,
2,…,n - 1。 但是,当用户 i 提交的任务数非常大

时,不能逐个分配这些任务。 因此,为考虑任务包的

EAPM 问题设计一个高效的 在 线 算 法 是 很 有 必

要的。

3　 在线算法

对于每一个用户 i, 用 L i
j 和 E i 表示分配结束前

i 个用户的任务之后机器 j 的负载和系统的总能耗。
初始情况下 L0

j = 0,j = 1,2,…,m,E0 = 0。 根据定

义,对于任意 i = 1,2,…,n,

L i
j = ∑

i

k = 1
x kjETC kj, (8)

E i = ∑
i

k = 1
∑

m

j = 1
x kjAPC kjETC kj。 (9)

当用户 i 到达时,确定 x ij 的值并让 ∑
m

j = 1
x ij = a i, 此时

的目标值为

∑
i

k = 1
p k - cE i - 1 - c∑

m

j = 1
x ijAPC ijETC ij

MS i , (10)

其中:
MS i =max

j
L i

j ,
 

L i
j = L i - 1

j + x ijETC ij,∀i,j。

　 　 令 C i = c∑
m

j = 1
x ijAPC ijETC ij, 那么该问题可以形式

化地表示为

max(∑
i

k = 1
p k - cE i - 1 - C i) / MS i, (11)

s. t. ∑
m

j = 1
x ij = a i, (12)

L i - 1
j + x ijETC ij ≤ MS i,x ij ∈ N,j = 1,2,…,m。

(13)

约束(13)等价于 x ij ≤⌊
MS i - L i - 1

j

ETC ij

」 。

为了便于操作,将服务于用户 i 的任务的机器

按照 APC ijETC ij 降序排序。 不失一般性,假设

APC i1ETC i1 ≥ APC i2ETC i2 ≥ … ≥ APC imETC im ,

(14)
我们的算法是基于引理 1 实现的。

引理 1　 存在一个最优解,该最优解符合

xi1 = … = xi(τ-1) = 0,
 

xij = ⌊
MSi - Li -1

j

ETCij

」,j = τ,…,m,

其中: τ ∈ {1,2,…,m} 。
证明 　 假设已知整数规划 ( 11) 最优解中 MS i

的值,那么规划 ( 11) 的目标函数便等价于最小化

∑
m

j = 1
x ijAPC ijETC ij 的值,其中的 L i - 1

j 和 ETC ij 是两个常

量。 很明显,在约束 ( 12) 和 ( 13 ) 限制下, 为了使

∑
m

j = 1
x ijAPC ijETC ij 的值尽可能小:若 APC ijETC ij 值小,

则使其对应的 x ij 大;若 APC ijETC ij 值大,则使其对应

的 x ij 小。
对于规划(11)的一个最优解 (x i1,x i2,…,x im), 假

设 τ 1 是使 x iτ 1
> 0 成立的最小机器下标。 如果存在一

台机器 τ 2(≥ τ 1),有 x iτ 2
< ⌊(MS i - L i -1

τ 2
) / ETC iτ 2

」, 令

x′ij =

x ij - 1,
 

j = τ1 ,

x ij + 1,
 

j = τ2 ,

x ij,
 

j ≠ τ1 ,τ2 。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(15)

很容易证明 ( x′i1 ,x′i2 ,…,x′im ) 是规划( 11)的一个可

行解。 由 于 式 ( 14 ) 重 排 序 使 得 APC iτ 1
ETC iτ 1

≥

APC iτ 2
ETC iτ 2

, 该可行解的目标值会比 ( x i1 ,x i2 , …,

x im ) 的目标值更小。 对所有机器 j ≥ τ
 

(τ 是使

x iτ > 0 的最小机器下标) ,重复上面的过程,直到

x ij =⌊ (MS i - L i - 1
j ) / ETC ij」 。 这预示着能找到一个

最优解满足

94
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x i1 = … = x i( τ - 1) = 0,
 

x ij =⌊
MS i - L i - 1

j

ETC ij

」 ,
 

j = τ + 1,2,…,m。

因此,该引理成立。
对于每个 τ = 1,2,…,m, 只需要考虑部分的决策

变量 x ij( j = τ,…,m)。 此时想要得到用户 i 到达时的

所有 x ij 值以及 MS i 的值,通过计算可得预期结果:

∑
m

j = τ
x ij = a i,

x ij =
MS i - L i - 1

j

ETC ij

,j = τ,…,m。

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(16)

式(16)共有 m - τ + 2 个等式和 m - τ + 2 个未知

数,未知数为 MS i 和 x ij( j = τ,…,m) 。 因此,在多项

式时间内对式 ( 16 ) 进行求解。 对于每一个 τ =
1,2,…,m, 得到一组 x ij 的值。 比较这 m 组可行解

的目标值,便能得到当前的最优调度。 将 「 x ij⌉ 个用

户 i 的任务分配给机器 j, 直到所有任务都被分配。
算法 1　 在线算法

输入: m,n,ETC,APC 以及用户到达序列。
输出: x。
1)

 

for
 

i = 1,2,…, n
2)

 

重 索 引 下 标 使 得 APC i1ETC i1 ≥ … ≥
APC imETC im

3)
 

for
 

τ = 1,2,…, m
4) 　

 

解方程组(16)得 xτ
ij

5)
 

比较这 m 个解,找到使得公式( 11) 的值最

大的 x ij

6)
 

for
 

j = 1,2,…, m
7) 　

 

将 「 x ij⌉ 个用户 i 的任务分配给机器 j, 直

到所有任务都被分配

8) 　
 

更新机器 j 对应的 L j

接下来计算在线算法的时间复杂度。 该算法中

最主要耗费时间的是步骤 4) 中的解线性方程组。
通过矩阵运算来对该方程组进行求解,花费的时间

为 (m -τ + 2) 3 。 对于每个到达用户,需要求解 m
个线性方程组,共有 n 个用户到达。 因此,此算法的

时间复杂度为 O(nm4 ) 。

4　 实验评估

4. 1　 实验环境

为了进行对比,除了本文提出的在线方法( On-
line) ,我们还使用了贪心算法( Greedy) 和平均分配

算法( Average) 来解决 EAPM 问题。 Greedy 算法将

会在一个用户到达时,将该用户的整个任务包分配

给能使 ETC·APC 值最小的那台机器,而 Average
将会把该用户的整包任务平均分配给每台机器。 使

用 C++编程语言实现上述算法,并在以下硬件配置

环境中进行了实验: CPU 为 Intel
 

i7-10700,8 核 16
线程 2. 9

 

GHz,16
 

GB 内存及 1
 

TB 硬盘。 实验的部

分数据源于 Tarplee 在 OpenBenchmark 基础上进行

了扩充的数据集,共有包含 9 种机器类型与 30 种任

务类型 [ 15] 。
所有的实验中令 c = 1。 若不考虑最大完工时

间, 将 E i
min 定 义 为 用 户 i 的 能 耗 下 界, E i

min =

min
j

ETC ijAPC ij。 此外, p i = γE i
min , 那么 γ = p i / E

i
min

便是一个能够影响用户 i 出价的参数。 在实际工业

活动中,高性能中心的管理者为了盈利,一般不会选

择较小的 γ(γ ≤ 1) 。 根据 Tarplee 得出的结论,当
γ 足够大时( γ > 1. 5) ,寻求单位时间效益最大化

时分配结果会更趋向于最小化最大完工时间 [ 15] 。
因此,在本节的实验中,仅考虑 γ ∈ (1,1. 5] 。
4. 2　 不同 γ 值对系统的影响

本实验是在上述 9 种机器类型和 30 种任务类

型的基准上进行的。 考虑 30 个用户按任意顺序提

交类型各不相同的任务包,用户 i 的任务包中的任

务数 a i ∈ [200,1
 

000] 。 随着 γ 的变化,三种方法

得到的目标值(式(4) )变化如表 1 所示。 为了减小

随机性带来的影响,每次 γ 取值后重复 100 次实验

并将结果取平均值,结果见表 1。 从表 1 可以看到

本文提出的 Online 方法在所有情况下都优于另外

两种方法。 当 γ 较小时,Online 方法与 Greedy 方法

得到的目标值差距并不大,但当 γ 逐渐增大后 On-
line 方法便体现了其优越性。 Average 方法与另外

两种方法得到的目标值有着较大差距。 它虽然能使

得系统的最大完工时间最小,但是由于并未考虑成

本的原因,会使得最终的目标值变得很差。
4. 3　 不同用户数对系统的影响

本实验研究了用户数 (n) 从 30 逐渐增长到

2
 

000 时对系统最终目标值的影响。 为了更全面地

评估 n 的增长带来的影响,取 γ = 1. 2、1. 3 和 1. 5 进

行对比。 用户 i 提交的任务包中的任务数 a i ∈
[200,1

 

000] 。
从图 1 中可以看到当用户数较小时,Online 方

法得到的目标值更大,当用户数不断增加,Online 方

法与 Greedy 方法得到的目标值几乎变得相等。 这

是由于当 n 变得足够大时,总的任务数也会增加,这
会使得两种方法给出的调度方案产生的最大完工时

间逐渐靠近最优调度所产生的最大完工时间。
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表 1　 不同 γ 值对目标值的影响

Table
 

1　 The
 

object
 

value
 

was
 

effected
 

by
 

different
 

γ
 

values

γ Online Greedy Average

1. 05 22. 23 22. 63 -382. 80
1. 10 45. 26 43. 44 -347. 77
1. 15 70. 47 67. 89 -312. 73
1. 20 99. 50 90. 52 -277. 70
1. 25 130. 69 113. 15 -242. 67
1. 30 162. 65 135. 78 -207. 63
1. 35 190. 94 158. 41 -172. 60
1. 40 224. 40 181. 04 -137. 56
1. 45 255. 72 203. 68 -102. 53
1. 50 297. 67 226. 31 -67. 50

　 　 从图 2 可以看出三种方法的执行时间都在随着

用户数的增加而增加。 虽然 Online 方法的执行时

间最长,但它得到的目标值也是最大的,即使在 n =
2

 

000 时其执行时间也是 ms 级的。
4. 4　 用户到达顺序对系统的影响

在实际场景中,用户到达后所提交的任务数是

无法预知的。 为了评估用户到达顺序对系统的影

响,令用户数 n = 30, 类型为随机。 如果用户 i 提交

的任务包中的任务数 a i > 500, 则为大任务包;若用

　 　

户 i 提交的任务包中的任务数 a i < 200, 则为小任

务包。 对比四种到达顺序对应的目标值,“ BaS” 为

前一半的用户提交大任务包,后一半用户提交小任

务包;“ SaB”为前一半的用户提交小任务包,后一半

用户提交大任务包;“ Rand”为提交大任务包与小任

务包的用户随机到达;“ Equal”为所有用户提交的任

务包任务数相同,为 400。
从图 3 可以看到,在所有情况下 Online 方法都

能得到最好的目标值结果。 此外,用户到达的顺序

并未对目标值造成明显的影响,只有当 SaB 情形时

Online 方法与 Greedy 得到的目标值会稍微降低。
这是由于先将小任务包分配之后,为了不引起最大

完工时间的快速增长,大包任务到达时有较小可能

被分配给成本更大的机器进行执行。

5　 总结

我们提出的 Online 的方法,通过新颖的方法构

造线性方程组得到最终的分配结果,其执行时间依

赖用户数以及机器种类数,并通过实验证明此方法

能得到令人满意的结果。

图 1　 三种方法的目标值随着 n 增长的变化

Figure
 

1　 Objective
 

values
 

of
 

three
 

methods
 

with
 

varying
 

n

图 2　 三种方法的执行时间随着 n 增长的变化

Figure
 

2　 Execution
 

time
 

of
 

three
 

methods
 

with
 

varying
 

n
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图 3　 不同用户到达顺序对目标值的影响

Figure
 

3　 The
 

impact
 

of
 

different
 

user
 

arrival
 

sequences
 

on
 

the
 

objective
 

value
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