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摘要: 讨论了有序 Banach 空间 E 中的边值问题

－ u″( t) +Mu( t) = f( t，u( t) ) ，0≤t≤1，u'( 0) = u'( 1) = θ
的正解，其中 f: ［0，1］× P→P 连续，P 为 E 中的正元锥． 通过新的非紧性测度的估计技巧与凝聚映射的不动点指数

理论获得了该问题正解的存在性结果．
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0 引言

设 E 为有序 Banach 空间，其正元锥 P 为正规锥，正规常数为 N，记 I =［0，1］，设 C( I，E) 为定义于 I 取值

于 E 的全体连续函数按范数‖u‖ = max
t∈I
‖u( t) ‖构成的 Banach 空间，记 C( I，P) = { u∈C( I，E) u( t) ∈P，

t∈I} ，则 C( I，P) 为 C( I，E) 中的正规锥，正规常数亦为 N，以下使用的 C( I，E) 中半序≤由 C( I，P) 引出． 本

文讨论 E 中的 Neumann 边值问题

－ u″( t) +Mu( t) = f( t，u( t) ) ，t∈I，
u'( 0) = u'( 1) ={ θ

( 1)

的正解，其中 M ＞ 0 为常数，f: I × P→P 连续．
方程( 1) 的解和正解的存在性已有许多结论［1—6］，主要利用不动点定理和单调迭代方法，但在一般的

Banach空间中讨论的较少． 本文在一般的 Banach 空间中，利用凝聚映射的不动点指数理论讨论了方程( 1) 正

解的存在性． 所得结果改进了文献［1—6］中的相关结论，并且是文献［7—8］在 Banach 空间中的推广，相应

结果如文献［9］． 方程( 1) 的正解是指 u∈C2 ( I，E) 满足方程( 1) ，并且 u( t) ＞ θ，0 ＜ t ＜ 1． 定义算子 Q 如下:

u( t) = ∫
1

0
G( t，s) f( s，u( s) ) ds = ( Qu) ( t) ． ( 2)

由文献［2］知，( 2) 中 G( t，s) 为相应的 Green 函数，即

G( t，s) =
( cosh 槡M ( 1 － t) cosh 槡Ms) / ( 槡M sinh 槡M ) ，0≤s≤t≤1，

( cosh 槡Mt cosh 槡M ( 1 － s) ) / ( 槡M sinh 槡M ) ，0≤t≤s≤1{ ．
( 3)

易证方程( 1 ) 的解即为积分算子 Q 的不动点． 文中 E 与 C ( I，E) 中有界集的 Kuratiwski 非紧性测度均由

α( ·) 表示． 对 BC( I，E) ，记 B( t) = { u( t) u∈B}E，t∈I． 假设 f 满足如下非紧性测度条件:

( H0 ) 对Ｒ ＞ 0，f( I × PＲ ) 有界，且存在常数 L = LＲ∈( 0，M/4) 使得对t∈I，DPＲ，有 α( f( t，D) ) ≤
Lα( D) ． 其中 PＲ = { x∈P:‖x‖≤Ｒ} ．

文献［1—3］中要求 f 在有界集上一致连续，而本文利用新的非紧性测度的计算与估计技巧［6］删去了这
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一要求，获得了方程( 1) 正解的存在性结果．

1 预备知识及引理

在条件( H0 ) 下，为了利用凝聚映射的不动点指数理论说明( 2) 式定义的算子 Q: C( I，P) →C( I，P) 为凝

聚映射，需要以下非紧性测度的一些结果．
引理 1［1］ 设 BC( I，E) 为等度连续的有界函数族，则 α( B( t) ) 在 I 上连续，且 α( B) = max

t∈I
α( B( t) ) ．

引理 2［10］ 设 B = { un } C ( I，E) 为可列集，若存在 ψ∈L1 ( I) 使得‖un ( t) ‖≤ψ( t) ，a． e，t∈I，n =

1，2，…，则 α( B( t) ) 在 I 上可积，且 α( { ∫Iun ( t) dt} ) ≤ 2∫Iα( B( t) ) dt．

引理 3［6］ 设 DE 有界，则存在 D 的可列子集 D0，使得 α( D) ≤2α( D0 ) ．
引理 4 设 f: I × P→P 连续，假设( H0 ) 成立，则 Q: C( I，P) →C( I，P) 为凝聚映射．
证明 由 ( 2 ) 式可知，Q 把 C ( I，P ) 中的有界集映为有界的等度连续集． 任取非相对紧的有界集

BC( I，P) ，下证 α( Q( B) ) ＜ α( B) ． 令 Ｒ = sup{‖u‖ u∈B} ，则对t∈I，B( t) PＲ，设 L = LＲ∈( 0，M/4)

为假设( H0 ) 中的非紧性测度常数． 由引理 3 知，存在可列子集 B1 = { un}B，使得 α( Q( B) ) ≤2α( Q( B1 ) ) ．

故对t∈I，由( 3) 式直接计算易知 ∫
1

0
G( t，s) ds = 1 /M． 由引理 2 及假设( H0 ) ，有

α( Q( B1 ( t) ) ) = α( { ∫
1

0
G( t，s) f( s，un ( s) ) ds n = 1，2，…} ) ≤

2 ∫
1

0
α( { G( t，s) f( s，un ( s) ) n = 1，2，…} ) ds =

2 ∫
1

0
G( t，s) α( f( s，B1 ( s) ) ) ds≤ 2L ∫

1

0
G( t，s) α( B1 ( s) ) ds≤

2L ∫
1

0
G( t，s) ds·α( B1 ) = 2LM－1·α( B1 ) ．

因为 Q( B1 ) 等度连续，由引理 1 知 α( Q( B1 ) ) = max
t∈I

α( Q( B1 ( t) ) ) ≤2LM －1·α( B1 ) ． 于是有 α( Q( B) ) ≤

2α( Q( B1 ) ) ≤4LM － 1·α( B1 ) ≤4LM － 1·α( B) ＜ α( B) ． 因此 Q: C( I，P) →C( I，P) 为凝聚映射．
由( 3) 式易知，Green 函数 G( t，s) 具有以下性质:

( i) 0≤G( t，s) ≤G( s，s) ，t，s∈I;
( ii) G( t，s) ≥δG( t，t) G( s，s) ，t，s∈I，

其中 δ = ( 槡M sinh 槡M ) /cosh2
槡M，取 C( I，P) 的子锥

K = { u∈C( I，P) u( t) ≥δG( t，t) u( τ) ，t，τ∈I} ． ( 4)

引理 5 若 f: I × P→P，则 Q( C( I，P) ) K．
证明 对u∈C( I，P) 及t，τ∈I，由( 2) 式和性质( i) 有

Qu( τ) = ∫
1

0
G( τ，s) f( s，u( s) ) ds≤ ∫

1

0
G( s，s) f( s，u( s) ) ds，

又由( 2) 式和性质( ii) 有

Qu( t) = ∫
1

0
G( t，s) f( s，u( s) ) ds≥ δG( t，t) ∫

1

0
G( s，s) f( s，u( s) ) ds≥ δG( t，t) Qu( τ) ，

由( 4) 式，Qu∈K，即 Q( C( I，P) ) K．
因此当 f: I × P→P 时，Q: K→K 为凝聚映射，方程( 1) 的正解即为 Q 在 K 中的不动点．

引理 6［11］ 设 E 为 Banach 空间，K 为 E 中的锥，ΩE 为有界开集，θ∈Ω，Q: K∩Ω→K 为凝聚映射，若 Q
满足 u≠λQu，u∈K∩Ω，0 ＜ λ≤1，则不动点指数 i( Q，K∩Ω，K) = 1．

引理 7［12］ 设 E 为 Banach 空间，K 为 E 中的锥，ΩE 为有界开集，Q: K∩Ω→K 为凝聚映射，若存在

v0∈K，v0≠θ，使得 Q 满足 u － Qu≠μv0，u∈K∩Ω，μ≥0，则不动点指数 i( Q，K∩Ω，K) = 0．
用引理 6 与引理 7 可以得到定理 1．
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2 主要结果及证明

定理 1 设 E 为有序 Banach 空间，其正元锥 P 为正规锥，f: I × P→P 连续，条件( H0 ) 成立． 假设 f 满足如

下条件之一:

( H1 ) ① 存在 ε∈( 0，M) 及 δ ＞ 0，使得当 x∈Pδ 时，f( t，x) ≤( M － ε) x; ② 存在 η ＞ 0 及 h0∈C( I，P) ，使

得当 x∈P 时，f( t，x) ≥( M + η) x － h0 ( t) ．
( H2 ) ① 存在 ε ＞ 0 及 δ ＞ 0，使得当 x∈Pδ 时，f( t，x) ≥( M + ε) x; ② 存在 η∈( 0，M) 及 h0∈C( I，P) ，使

得当 x∈P 时，f( t，x) ≤( M － η) x + h0 ( t) ．
则方程( 1) 至少存在一个正解．
证明 由上面的论述可知，只需证明由( 2) 式定义的凝聚映射 Q: K→K 存在非零的不动点． 取 0 ＜ r ＜

Ｒ ＜ ∞，记 Ωr = { u∈K ‖u‖ ＜ r} ，Ωr = { u∈K ‖u‖ = r} ． 以下分两种情形分别证明当 r 充分小，Ｒ 充分大

时 Q 在 K∩( ΩＲ \Ωr ) 上存在不动点．
情形 1 在假设( H1 ) 下，令 0 ＜ r ＜ δ，其中 δ 为( H1 ) 中的常数，证明 Q 满足引理 6 中条件

u≠λQu，u∈K∩Ωr，0 ＜ λ≤1． ( 5)

反设( 5) 式不成立，则存在 u0∈K∩Ωr 及 0 ＜ λ0≤1，使得 u0 = λ0Qu0 ． 按 Q 的定义，u0 满足微分方程

－ u″0 ( t) +Mu0 ( t) = λ0 f( t，u0 ( t) ) ，t∈I，

u'0 ( 0) = u'0 ( 1) = θ{ ，
( 6)

方程( 6) 在 I 上积分，并应用假设( H1 ) 之①，有

M ∫
1

0
u0 ( t) dt = λ0 ∫

1

0
f( t，u0 ( t) ) dt≤ ( M － ε) ∫

1

0
u0 ( t) dt．

因为 0 ＜ ε ＜M，故可得 ∫
1

0
u0 ( t) dt≤ θ．

另一方面，因为 u0∈K，按锥 K 的定义，u0 ( t) ≥δG( t，t) u0 ( s) ≥θ，t，s∈I． 于是

∫
1

0
u0 ( t) dt≥ δu0 ( s) ∫

1

0
G( t，t) dt = ( ( 槡M cosh 槡M + sinh 槡M ) / ( 2槡M cosh2

槡M ) ) u0 ( s) ≥ θ． ( 7)

即 u0 ( s) = θ 于 I，与 u0∈K∩Ωr ( ‖u0‖ = r) 矛盾． 于是( 5) 式成立，故由引理 6 知，

i( Q，K∩Ωr，K) = 1． ( 8)

取 e∈P 使得‖e‖ = 1，令 v0 ( t) = e，则 v0 ( t) 是 f( t，u( t) ) =Me 时方程( 1) 的解，由 Green 函数的性质易

知 v0∈K \ { θ} ，下证当 Ｒ 充分大时，有

u － Qu≠τv0，u∈K∩ΩＲ，τ≥0． ( 9)

反设存在 u0∈K∩ΩＲ 及 τ0≥0，使得 u0 － Qu0 = τ0v0，则 u0 － τ0v0 = Qu0，按 Q 的定义，u0 满足微分方程

－ u″0 ( t) +M( u0 ( t) － τ0v0 ( t) ) = － ( Qu0 ) ″( t) +MQu0 ( t) = f( t，u0 ( t) ) ，t∈I． ( 10)

按假设( H1 ) 之②，有

－ u″0 ( t) +Mu0 ( t) = f( t，u0 ( t) ) +Mτ0v0 ( t) ≥( M + η) u0 ( t) － h0 ( t) ，t∈I，
两边在 I 上积分得

M ∫
1

0
u0 ( t) dt≥ ( M + η) ∫

1

0
u0 ( t) dt － ∫

1

0
h0 ( t) dt．

从而有 ∫
1

0
u0 ( t) dt≤ 1

η ∫
1

0
h0 ( t) dt． 结合( 7) 式，有

θ≤ u0 ( s) ≤ ( 2槡M cosh2
槡M / ( ( 槡M cosh 槡M + sinh 槡M ) η) ) ∫

1

0
h0 ( t) dt，s∈ I．

由锥 P 的正规性，有

‖u0 ( s) ‖≤ N‖ 2槡M cosh2
槡M

η( 槡M cosh 槡M + sinh 槡M ) ∫
1

0
h0 ( t) dt‖≤
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2 槡N M cosh2
槡M‖h0‖

η( 槡M cosh 槡M + sinh 槡M )
= Ｒ． ( 11)

取 Ｒ ＞ max{ Ｒ，r} ，则( 9) 式成立，故由引理 7 知，i( Q，K∩ΩＲ，K) = 0． 依据不动点指数的区域可加性，结

合( 8) 式有 i( Q，K∩( ΩＲ \Ωr ) ，K) = i( Q，K∩ΩＲ，K) － i( Q，K∩Ωr，K) = － 1． 由可解性知 Q 在 K∩( ΩＲ \Ωr ) 中

至少存在一个不动点，该不动点即为方程( 1) 的正解．
情形 2 在假设( H2 ) 下，取 0 ＜ r ＜ δ，证明

u － Qu≠τv0，u∈K∩Ωr，τ≥0． ( 12)

其中 v0 ( t) = e∈K，反设( 12) 式不成立，则存在 u0∈K∩Ωr 及 τ0≥0，使得 u0 － Qu0 = τ0v0，于是 u0 ( t) 满足微

分方程( 10) ． 由( 10) 式及假设( H2 ) 之①有

－ u″0 ( t) +Mu0 ( t) = f( t，u0 ( t) ) +Mτ0v0 ( t) ≥( M + ε) u0 ( t) ，t∈I．
在 I 上积分得

M ∫
1

0
u0 ( t) dt≥ ( M + ε) ∫

1

0
u0 ( t) dt．

因此有 ∫
1

0
u0 ( t) dt≤ θ．

于是由( 7) 式可得 u0 ( s) = θ 于 I，与 u0∈Ωr 矛盾． 因此( 12) 式成立，故由引理 7 知

i( Q，K∩Ωr，K) = 0． ( 13)

再证当 Ｒ 充分大时，有

u≠λQu，u∈K∩ΩＲ，0 ＜ λ≤1． ( 14)

假设存在 u0∈K 及 0 ＜ λ0≤1，使得 u0 = λ0Qu0，则 u0 满足微分方程( 6) ． 将方程( 6 ) 在 I 上积分并应用假设

( H2 ) 之②得

M ∫
1

0
u0 ( t) dt = λ0 ∫

1

0
f( t，u0 ( t) ) dt≤ ( M － η) ∫

1

0
u0 ( t) dt + ∫

1

0
h0 ( t) dt． ( 15)

从而有 ∫
1

0
u0 ( t) dt≤ 1

η ∫
1

0
h0 ( t) dt．

由( 15) 式和( 7) 式可证明 u0 满足( 11) 式，取 Ｒ ＞ max{ Ｒ，r} ，则( 14) 式成立，故由引理 6 知，i( Q，K∩ΩＲ，

K) = 1． 于是该式结合( 13) 式有 i( Q，K∩( ΩＲ \Ωr ) ，K) = i( Q，K∩ΩＲ，K) － i( Q，K∩Ωr，K) = 1． 由可解性知 Q

在K∩( ΩＲ \Ωr ) 中至少存在一个不动点，该不动点即为方程( 1) 的正解．
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Uniform Attractors for Beam Equation

WANG Suping， SHAO Xukui
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Abstract: When forcing term only satisfies condition ( C* ) ，the existence of uniform attractors for the
non-autonomous beam equations was proved in a strong topology space E1 = D( A) × V by using the uni-
form condition ( C) ．
Key words: beam equations; uniform condition( C) ; condition( C* ) ; uniform attractors
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Existence of Positive Solutions for Nonlinear Neumann Boundary
Value Problems in Ordered Banach Spaces

LI Xiaolong， ZHANG Qian
( College of Mathematics and Statistics，Longdong University，Qingyang 745000，China)

Abstract: The existence of positive solutions for value problem
－ u″( t) +Mu( t) = f( t，u( t) ) ，0≤t≤1，u'( 0) = u'( 1) = θ

in an ordered Banach spaces E was discussed，where f: ［0，1］× P→P was continuous，and P was the
cone of positive elements in E． An existence result of positive solutions was obtained by employing a new
estimate of noncompactness measure and the fixed point index theory of condensing mapping．
Key words: Neumann boundary value problem; closed convex cone; positive solution; condensing map-
ping; fixed point index
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